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摘 要

摘 要

在过去的十年中，以神经网络为代表的深度学习技术在计算机视觉、生成式

任务以及基础科学研究等领域取得了史无前例的成功，彻底重塑了人工智能的研

究范式。然而，神经网络在高度过参数化环境下展现出的优异泛化性能，挑战了

传统统计学习理论中关于“偏差-方差权衡”的认知，其背后的优化机理与泛化本

质之间仍存在显著的理论鸿沟。

本文旨在从理论层面深入探讨神经网络的泛化机制，研究路径遵循从“静态

核视角”向“动态特征演化”的递进。首先，针对神经切线核理论，本文对神经切

线核的谱性质进行了精细分析，证明了多层全连接神经网络所对应的神经切线核

在一般区域上的特征值衰减速率，这为理解核回归的收敛速度与泛化界奠定了基

础。然后，通过建立一大类核回归方法与其所对应序列模型中的收缩估计量之间

的等价性，本文完整刻画了核方法的泛化表现，既精确描述了其泛化误差曲线，也

系统地揭示了核方法在捕获数据特有结构方面的局限性。

随后，为克服神经切线核框架下“惰性训练”无法解释神经网络特征学习这

一缺陷，本文提出了一个通用的自适应特征模型框架。该框架引入了参数化、可训

练的特征映射，用以模拟真实网络中的特征学习过程。为了量化特征学习的质量，

本文创新性地提出了一种特征误差度量，通过衡量所学特征与目标函数结构之间

的对齐程度，建立了特征自适应性与泛化性能之间的数学联系。

在此框架下，本文深入分析了两种具有代表性的自适应模型：对角参数化模

型与方向参数化模型。研究表明，前者能够根据目标函数的稀疏性结构动态调整

特征权重，而后者则通过学习低维子空间来捕捉数据的内在几何结构。两者在训

练过程中对特征映射的改进都可以通过特征误差度量得到精确定量。这说明了由

梯度下降驱动的隐式正则化效应能使模型自适应地对齐目标函数，从而显著提升

泛化性能。本文的研究工作不仅深化了对神经网络从线性机制向非线性特征学习

过渡的理解，也为设计更高效、具备可解释性的深度学习架构提供了理论指导。

关键词：神经网络；神经切线核；核方法；自适应特征模型；特征学习
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Abstract

Abstract

Over the past decade, deep learning technologies, represented by neural networks,

have achieved unprecedented success across various fields, including computer vision,

generative tasks, and fundamental scientific research, fundamentally reshaping the re-

search paradigm of artificial intelligence. However, the superior generalization perfor-

mance exhibited by neural networks in highly over-parameterized regimes challenges the

classical understanding of the ”bias-variance tradeoff” in statistical learning theory. A

significant theoretical gap remains between this empirical success and our understanding

of the underlying optimization mechanisms and the essence of generalization.

This dissertation aims to explore the generalization mechanisms of neural networks

from a theoretical perspective, following a research trajectory that transitions from a

”static kernel perspective” toward ”dynamic feature evolution.” First, regarding Neural

Tangent Kernel (NTK) theory, this work provides a refined analysis of the spectral prop-

erties of the NTK. Specifically, we prove the eigenvalue decay rates of the NTK corre-

sponding to multi-layer fully connected neural networks over general domains, laying the

foundation for understanding the convergence rates and generalization bounds of kernel

regression. Subsequently, by establishing the equivalence between a broad class of kernel

regression methods and the corresponding shrinkage estimators in sequence models, this

dissertation completely characterizes the generalization performance of kernel methods.

This approach not only accurately describes the generalization error curves but also sys-

tematically reveals the limitations of kernel methods in capturing data-specific structures.

To overcome the limitation of the ”lazy training” regime within the NTK framework

in explaining feature learning in neural networks, this dissertation proposes a general

Adaptive Feature Model framework. This framework introduces parameterized, train-

able feature maps to simulate the feature learning dynamics in practical networks. To

quantify the quality of feature learning, we introduce a Feature Error Measure (FEM).

By measuring the degree of alignment between learned features and the structure of the

target function, we establish a mathematical connection between feature adaptivity and

generalization performance.

Under this framework, we conduct an in-depth analysis of two representative adap-

tive models: the diagonally parameterized model and the directionally parameterized

II



Abstract

model. Our research demonstrates that the former can dynamically adjust feature weights

based on the sparsity structure of the target function, while the latter captures the intrinsic

geometric structure of the data by learning low-dimensional subspaces. We show that the

improvements in feature maps during training for both models can be precisely quantified

through the FEM. These results illustrate that the implicit regularization effects driven by

gradient descent enable the models to adaptively align with the target function, thereby

significantly enhancing generalization performance. The work presented in this disser-

tation not only deepens the understanding of the transition from linear mechanisms to

non-linear feature learning in neural networks but also provides theoretical guidance for

designing more efficient and interpretable deep learning architectures.

Keywords: Neural Networks; Neural Tangent Kernel; KernelMethods; Adaptive Feature

Model; Feature Learning
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第 1章 引言

第 1章 引言

过去十余年中，以神经网络为代表的深度学习技术迅速发展，深刻改变了人

工智能的研究范式。这场变革通常被追溯到 2012年的 ImageNet图像识别竞赛：以

AlexNet [1] 为代表的深度卷积神经网络（CNN）显著降低了分类错误率，展示了深

层架构在自动提取层级特征方面的强大能力，推动计算机视觉从人工特征工程转

向端到端学习。随后，残差网络（ResNet） [2] 等结构进一步缓解了深层网络的优

化困难，使神经网络在目标检测、人脸识别和自动驾驶视觉感知等任务中取得了

突破性进展。

在感知任务之外，神经网络在生成式建模与语言建模中同样展现出强大能力。

从变分自编码器（VAE）[3] 和生成对抗网络（GAN）[4]，到近年来快速发展的扩散

模型（Diffusion Models） [5]，神经网络逐步显示出对高维复杂概率分布的刻画能

力。与此同时，以注意力机制和 Transformer架构 [6] 为基础的大语言模型（LLMs）

进一步将深度学习推向新的高度。通过在超大规模语料库上进行自监督预训练，以

GPT系列 [7] 为代表的模型表现出复杂推理、上下文学习和跨领域知识整合等能力，

显著拓展了神经网络的应用边界。

神经网络的影响也早已超出传统互联网应用，深入到基础科学研究之中。在

生命科学中，AlphaFold [8] 显著推动了蛋白质结构预测；在化学与材料科学中，神

经网络被用于加速量子化学计算和新材料设计；在物理学中，算子神经网络等方

法为求解复杂偏微分方程提供了新的工具。这些跨领域的成功应用表明，神经网

络在处理高维复杂系统时具有独特优势。然而，与这种经验上的成功相比，其理

论基础仍显不足。如何从理论上解释神经网络的优化行为、特征学习机制以及泛

化能力，仍是当前机器学习理论中的核心问题之一。

1.1 神经网络的理论视角

尽管神经网络在实践中非常成功，但其理论基础在很长一段时间内却相对薄

弱。在传统的统计学习理论框架下 [9]，模型复杂度与泛化误差通常遵循“偏差-方

差权衡”。但是，神经网络的参数量往往十分巨大。根据经典的Vapnik-Chervonenkis

维（VC维）理论 [10]，当模型的参数量远大于样本量时，模型极易陷入严重的过

拟合，从而导致泛化性能的急剧下降。然而，现代神经网络却表现出一种令人费

解的现象：即使在参数量多到足以完全拟合训练样本及其中噪声的情况下，模型

在未知数据上的泛化表现依然能够持续提升 [11]。这一现象挑战了统计学的核心认
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知，产生了一系列深刻的科学疑问：

• 优化之谜：在高度非凸且充满局部极小值的损失曲面上，梯度下降方法是否

能收敛到全局极小值附近？

• 泛化之谜：在无数个能够完美拟合训练数据的解中，为什么神经网络总能“隐

式地”选择那些具有优良泛化性能的解？

为了破解神经网络的奥秘，学术界在过去几年中形成了两个主要的研究范式：

神经切线核理论与特征学习理论。

神经切线核理论：固定核的视角 神经切线核（Neural Tangent Kernel, NTK）①理

论 [12]是理解过参数化神经网络训练动力学的奠基性工具。该理论指出，在网络宽

度趋于无穷大的极限情况下，神经网络的训练过程可以被一个核回归估计量很好

地近似，称之为神经切线核回归。它的核心见解是，在无限宽极限下，网络的特征

映射在训练过程中保持静态（即所谓的“惰性训练”机制），其行为类似于具有固

定表示的再生核希尔伯特空间（RKHS）中的核方法 [13-14]。由于神经网络的训练

过程可以由对应的核梯度下降方法所近似，神经网络的梯度下降优化过程与泛化

性能可以通过分析相应的核方法来理解 [15-16]：核方法的训练损失是凸的，因此梯

度下降能够有效地收敛到全局最优解，而核回归的泛化能力则可以通过成熟的统

计学习理论进行分析。通过利用成熟的核回归理论，神经切线核框架能够解释过

参数化神经网络在某些情况下的泛化能力。即便如此，虽然神经切线核框架利用

成熟的核回归理论解释了网络的部分泛化能力，但它未能捕捉到真实神经网络在

有限宽度下的动态特征演化。它本质上将神经网络简化为传统的统计方法，无法

解释网络如何从数据中自适应地提取特征。

特征学习理论：动态演化的视角 与神经切线核的静态观点不同，特征学习（Feature

Learning）被认为是神经网络成功的核心因素 [17-18]。它描述了神经网络在训练过

程中，通过动态调整其内部表示来发现任务相关模式的过程。在真实神经网络中，

特征映射会随着训练的进行而不断演化，从而使网络能够更好地适应数据的内在

结构。这种动态适应性使得神经网络能够超越传统的非参数回归方法（如核回归

或样条平滑 [13,19]），后者依赖于静态、预定义的特征映射，难以捕捉数据的复杂

模式。特征学习理论试图揭示神经网络如何通过这种动态特征调整来实现卓越的

泛化性能。然而，尽管特征学习被广泛认为是神经网络成功的关键，但对其理论

理解仍然较为零散和初步。一些研究关注随机特征模型在单步梯度下降后的表现，

① Neural Tangent Kernel也常译为“神经正切核”。本文采用“神经切线核”的译法，以强调“tangent”在此
处与一阶线性化和切空间相关，而非三角函数意义上的正切。
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另一些则探讨了过参数化带来的隐式正则化效应。虽然学术界已经意识到特征学

习的重要性，但如何定量地描述“学到了什么特征”以及“特征如何影响泛化”依

然缺乏统一的数学语言。如何在一个统一的数学框架下量化特征学习的质量，并

建立其与泛化性能之间的精确联系，依然是该领域的前沿问题。

1.2 相关工作综述

1.2.1 神经切线核理论

神经网络的神经切线核近似 神经切线核最早由 Jacot et al. [12]提出，也有许多后

续工作进一步深化理论。例如，Du et al. [20], Arora et al. [21] 表明两层神经网络的

训练轨迹逐点收敛到神经切线核回归估计量的训练轨迹；Du et al. [22], Allen-Zhu

et al. [23], Lee et al. [24] 进一步将结果扩展到了多层网络和 ResNet。然而，如果想要

利用神经切线核回归估计量的泛化误差来逼近过参数化神经网络的泛化误差，神

经网络对核回归估计量的逼近必须是一致的。遗憾的是，现有的研究过参数化神经

网络泛化误差的两项工作 [25-26] 忽视了上述逐点收敛与一致收敛之间的微妙区别，

因此其主张中可能存在一些漏洞。之后，Lai et al. [27] 证明了两层宽 ReLU神经网

络一致收敛到相应神经切线核回归估计量，而 Li et al. [28] 则将结果扩展到了多层

网络。

神经切线核的谱性质 自从 Jacot et al. [12] 引入神经切线核以来，神经切线核的谱

性质一直受到理论界学者的特别关注。例如，注意到与全连接 ReLU网络相关的

神经切线核是球面上的内积核，一些研究利用球面调和函数理论 [29] 来研究神经切

线核的特征分解 [30-33]。特别地，Bietti et al. [30] 和 Bietti et al. [33] 表明，如果输入

在 𝕊𝑑 上均匀分布，则与两层和多层神经网络相关的神经切线核的特征值衰减率为

𝑖−(𝑑+1)/𝑑。然而，他们的分析依赖于球面上的球面调和函数理论来推导特征值的显

式表达式，这无法推广到一般的输入域和分布。最近，考虑到区间上的两层 ReLU

神经网络，Lai et al. [27] 证明了相应神经切线核的特征值衰减率为 𝑖−2。然而，他们

的技术严重依赖于神经切线核在 ℝ上的显式表达式，很难扩展到定义在 ℝ𝑑 上的

神经切线核或与多层宽网络相关的神经切线核。

1.2.2 核回归理论

核方法的最优性 有大量工作研究了核岭回归以及谱算法的最优速率。经典工

作 [14]证明了当回归函数位于再生核希尔伯特空间中时，核岭回归的最小极大最

优性；后续工作 [34-36] 进一步将结果扩展到误指定情况，即回归函数不位于再生核
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希尔伯特空间中。Zhang et al. [37] 和 Yao et al. [38] 考虑了核梯度方法，并分别证明

了一致性和快速收敛速率。一般谱算法首先由 Bauer et al. [39] 引入，然后在后续工

作 [40-41] 中得到了广泛研究，但未考虑核的特征值衰减（见假设 3.1），因此速率

并非最优。在某些限制性条件下，Caponnetto [42] 证明了谱算法的最小极大最优性。

最近，一系列工作进一步将结果扩展到更一般的情况（例如 Blanchard et al. [43], Lin

et al. [44]）。此外，近期工作 [36] 展示了即使回归函数无界时错置情况下的最优性。

读者还可以参考 Zhang et al. [36] 中的表 1，以了解相关结果的总结。然而，如上所

述，这些结果仅关注上界，不足以提供精确的泛化误差曲线。

核岭回归的近期进展 特别关注核岭回归，一系列近期工作提供了其泛化的进一步

结果。一些工作 [45-47] 研究了核插值方法，这是核岭回归正则化趋于零的极限情况，

并证明了它无法泛化。使用限制性的高斯设计假设以及一些非严格论证，Bordelon

et al. [48], Cui et al. [49] 推导了核岭回归的泛化误差曲线，而 Mallinar et al. [50] 进一

步研究了插值与非插值解之间的转变。

高维极限下的核回归 还有一系列工作研究了高维极限下核回归的泛化，此时输

入空间的维度 𝑑 随 𝑛发散，如 𝑑/𝑛 → 𝛾 ∈ (0, ∞)或者 𝑑 ≍ 𝑛𝛼。例如，在高维设置

中，Liang et al. [51] 展示了核插值可以泛化；Ghorbani et al. [52], Ghosh et al. [53], Liu

et al. [54], Lu et al. [55], Zhang et al. [56], Lu et al. [57] 研究了核岭回归和核梯度方法的

泛化能力。此外，他们设置中的高维渐进设定实际上使问题更容易，因为在高维

渐进下非线性的核函数可以被其前几项的基函数展开所近似。由此，他们可以应

用成熟的随机矩阵理论，但这在本文的设置中并非如此。

1.2.3 特征学习理论

一步梯度下降的特征学习 以 Ba et al. [58] 为代表的一系列工作大多将浅层神经网

络视为一种随机特征模型，其中特征权重首先通过一步梯度下降进行训练，随后

利用岭回归计算输出权重，从而揭示特征学习行为的泛化性质 [18,59-64]。这些研究

表明，特征学习体现为特征矩阵的自适应调整，通常表现为其谱中出现与目标函

数结构相一致的秩为 1的“尖峰”。除了随机特征模型外，自适应核的观点也在各

种特定的形式下得到了研究 [17,65]。

过参数化作为隐式正则化 理解过参数化在深度学习中的作用也引发了研究热潮。

一种观点认为，通过基于梯度的算法训练的过参数化模型会表现出对简单解的某

种隐式偏好，这些解包括线性模型 [66]、矩阵分解 [67-70]、线性网络 [71-72] 以及神
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经网络 [17,73]。此外，随机梯度下降等梯度下降的变体也被证明具有隐式正则化效

应 [74-76]。虽然这些工作大多仅关注优化过程和最终解，但只有少数研究为带有早

停的过参数化模型提供了泛化保证。与本研究最相关的工作包括线性回归 [77-79] 和

单指标模型 [80] 中的过参数化研究。

1.3 本文的主要工作

本文的研究位于神经切线核理论与特征学习理论的交汇处。本文关注的核心

问题是：在固定核视角下，神经切线核及其对应核方法能够解释何种泛化行为；当

固定特征难以捕捉数据中的特定结构时，训练过程中自适应演化的特征又如何改

善模型对目标函数的表达与泛化性能。围绕这一问题，本文先分析固定核方法的

谱结构与泛化能力，再进一步研究可训练特征映射带来的自适应改进。

前半部分聚焦于神经切线核及其对应核方法的精细分析。首先，本文研究多

层全连接神经网络所对应神经切线核的谱性质，证明在一般输入区域与输入分布

下，其特征值衰减速率为 (𝑑 + 1)/𝑑，其中 𝑑 为输入空间维度。该结果突破了现有
文献主要局限于球面均匀分布的分析框架，为理解神经切线核回归的泛化能力提

供了谱理论基础。

在此基础上，本文进一步研究一般核回归方法的泛化能力，特别是与神经切

线核回归相对应的核梯度下降方法。本文利用解析算子演算与精细的集中不等式

分析，给出核回归泛化误差的 (1 + 𝑜ℙ(1))精确刻画，并证明其与对应序列模型中收
缩估计量的泛化误差等价，从而较为完整地揭示核方法在非参数回归中的优势与

局限。这部分结果对应本文第 3章，其作用不仅是深化对固定核方法的理解，也

为第 4章和第 5章中自适应核与自适应特征模型的序列化分析提供理论前提。

后半部分转向神经网络中的特征学习问题。为此，本文提出一个通用的自适

应特征模型框架，引入参数化、可训练的特征映射，以刻画训练过程中不断演化的

表示结构。为了定量描述这种演化是否真正改善了模型对目标函数的表达，本文

进一步提出特征误差度量（Feature Error Measure, FEM），用以衡量所学特征与目

标函数之间的对齐程度，并将特征学习质量与泛化性能联系起来。

在这一框架下，本文重点分析两类具有代表性的模型：对角参数化自适应特

征模型与方向参数化自适应特征模型。对于前者，本文证明可训练特征值能够自

适应地调整各个特征分量的权重，从而对齐目标函数的稀疏结构，并达到近乎最

优的泛化能力；相比之下，固定核方法即使经过最优调参也无法达到同样效果。对

于后者，本文在高斯单指标与多指标模型中引入可学习子空间方向的特征映射参

数化，并证明梯度下降能够在训练过程中同时学习方向结构与未知链接函数，从
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而持续提升特征映射的表达能力。这两类模型都涉及非线性、非凸且通常没有显

式解的训练动力学，其分析也体现了本文方法上的主要理论挑战。

通过对自适应特征模型实例的深入分析，本文展示了自适应特征学习如何通

过调整特征映射来对齐目标函数的结构，从而显著提升泛化性能。建立这一理论

框架不仅有助于理解现有模型的泛化机理，更能为设计更高效、可解释的结构提

供数学指导。

本文的主要结构如下：第 2章将简要介绍神经切线核理论，并深入研究神经

切线核的谱性质，特别是其特征值的衰减行为；第 3章将回顾核回归的经典设定，

并给出解析谱算法的序列模型等价性，从而完全确定核回归的泛化能力；第 4章

将提出自适应特征模型的一般形式，并利用前面所得到的序列模型等价性，提出

特征误差度量来量化所学特征的有效性，并引入序列模型损失以简化分析；随后，

第 5章引入对角参数化自适应特征模型，证明对角参数化的自适应特征可以对齐

信号的坐标结构；而第 6章引入方向参数化自适应特征模型，证明方向参数化的

自适应特征可以对齐信号的低维子空间结构；最后，第 7章将总结本文的主要贡

献，并讨论未来的研究方向。

1.4 基础设定与记号约定

本文主要研究非参数回归问题。假设输入空间为 𝒳，输出空间为 𝒴 ⊆ ℝ。假
设有一个定义在 𝒳 × 𝒴 上的未知的联合分布 𝜌。记 𝜇为 𝜌在 𝒳 上的边缘分布。目
标是从样本中学习一个函数 𝑓 ∶ 𝒳 → 𝒴 来近似描述输入 𝑥与输出 𝑦之间的关系。
为了衡量估计函数的性能，通常使用均方误差（Mean Squared Error, MSE）作为损

失函数，即

Risk(𝑓 ) = 𝔼(𝑥,𝑦)∼𝜌 [(𝑓 (𝑥) − 𝑦)2] . （1.1）

最小化该风险函数的最优解称为回归函数，记为 𝑓 ∗，它就是条件期望

𝑓 ∗(𝑥) = 𝔼[𝑦 ∣ 𝑥]. （1.2）

由此，也可以将模型写为

𝑦 = 𝑓 ∗(𝑥) + 𝜖, （1.3）

其中 𝜖 ≔ 𝑦 − 𝑓 ∗(𝑥)是噪声项，满足 𝔼[𝜖 ∣ 𝑥] = 0。给定一个 𝑓 ∗的估计量，本文使用

超额风险（Excess Risk）来衡量估计量的泛化能力，也称之为泛化误差，定义为：

‖ ̂𝑓 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2(𝒳,𝜇) = 𝔼𝑥∼𝜇 [ ̂𝑓 (𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥)]

2 = Risk( ̂𝑓 ) − Risk(𝑓 ∗). （1.4）

6



第 1章 引言

这里的期望仅对独立测试点 𝑥 ∼ 𝜇 计算；当 ̂𝑓 由训练样本产生并因此具有随机性
时，上式表示条件于训练样本后的泛化误差，必要时还可以进一步对训练样本取

期望。

假设从未知分布 𝜌中采样得到 𝑛个独立同分布的样本 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∼ 𝜌，𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛。
引入均方误差 (1.1)的样本版本，即经验损失（经验风险），定义如下：

̂ℒ𝑛(𝑓 ) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑦𝑖)2. （1.5）

在本文中，一个估计量往往是通过在经验损失下的某种训练过程得到的。

本文使用 𝐶, 𝑐, ⋯ 表示某个正常数，其值在证明的不同位置可能不同。一般

地，本文使用 𝐶 表示较大的正常数，𝑐 表示较小的正常数。对于两个正数 𝑎和 𝑏，
本文使用 𝑎 ≲ 𝑏 来表示存在一个正常数 𝐶 使得 𝑎 ⩽ 𝐶𝑏。本文也使用 𝑎 ≳ 𝑏 来表
示 𝑏 ≲ 𝑎，并使用 𝑎 ≍ 𝑏来表示同时有 𝑎 ≲ 𝑏和 𝑎 ≳ 𝑏。此外，本文也使用标准的
大 𝑂 符号来表示渐近关系，即 𝑎 = 𝑂(𝑏)表示存在正常数 𝐶 使得 𝑎 ≲ 𝑏，𝑎 = 𝑜(𝑏)
表示 lim𝑛→∞ 𝑎/𝑏 = 0，𝑎 = 𝛺(𝑏)表示 𝑏 = 𝑂(𝑎)，𝑎 = 𝛩(𝑏)表示同时有 𝑎 = 𝑂(𝑏)和
𝑎 = 𝛺(𝑏)。本文还会使用依概率的记号 𝑎𝑛 = 𝑂ℙ(𝑏𝑛)，表示对于任意 𝜖 > 0，存在正
常数 𝐶𝜖 和 𝑛𝜖 使得当 𝑛 ⩾ 𝑛𝜖 时，有 ℙ(𝑎𝑛 ⩽ 𝐶𝜖𝑏𝑛) ⩾ 1 − 𝜖；以及 𝑎𝑛 = 𝑜ℙ(𝑏𝑛)，表示
对于任意 𝜖 > 0和 𝛿 > 0，存在 𝑛𝜖,𝛿 使得当 𝑛 ⩾ 𝑛𝜖,𝛿 时，有 ℙ(𝑎𝑛 ⩽ 𝛿𝑏𝑛) ⩾ 1 − 𝜖。

对于一个集合 𝐴，本文使用 |𝐴|或者 #𝐴表示其基数。记 𝑥+ = max(𝑥, 0)表示 𝑥
的正部，𝑥− = max(−𝑥, 0)表示 𝑥的负部。也使用 𝑥∧𝑦 = min(𝑥, 𝑦)和 𝑥∨𝑦 = max(𝑥, 𝑦)
分别表示 𝑥和 𝑦的最小值与最大值。
对于一般的希尔伯特空间𝐻，本文使用 ‖⋅‖𝐻 表示其范数，⟨⋅, ⋅⟩𝐻 表示其内积。

在没有歧义的情况下，本文会省略下标𝐻。如果𝐻 是复值希尔伯特空间，则本文
约定内积 ⟨⋅, ⋅⟩𝐻 是线性于第二个变量、共轭线性于第一个变量的。对于一个集合

𝒳 以及其上测度 𝜇，本文使用 𝐿𝑝(𝒳, 𝜇)表示其上的可积函数空间，配备范数 ‖⋅‖𝐿𝑝。

平方可积函数空间 𝐿2(𝒳, 𝜇)的内积由 ⟨⋅, ⋅⟩𝐿2 表示。通常本文默认它们为实值函数

空间，但本文也会考虑复值函数空间，此时的内积由 ⟨𝑓 , 𝑔⟩𝐿2 = ∫𝒳 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝜇(𝑥)
定义，其中 𝑓(𝑥)表示 𝑓(𝑥)的复共轭，这样定义与前面的约定一致。在没有歧义的
情况下，本文会直接使用 𝐿𝑝或 𝐿2。

对于希尔伯特空间 𝐻1 和 𝐻2 之间的有界线性算子 𝐴 ∶ 𝐻1 → 𝐻2，本文使用

‖𝐴‖ℬ(𝐻1,𝐻2)表示其算子范数。如果𝐻1 = 𝐻2，本文简记为 ‖𝐴‖ℬ(𝐻)。在没有歧义

的情况下，本文也会直接使用 ‖𝐴‖来表示算子范数。本文使用 ‖𝐴‖2 表示算子的

希尔伯特-施密特范数。当𝐻1 = 𝐻2 = 𝐻 时，本文使用 ‖𝐴‖1表示算子的迹类范数，

以及 Tr(𝐴)表示算子的迹。
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本文使用 𝒂 ⊙ 𝒃表示两个向量 𝒂, 𝒃的逐元素（Hadamard）乘积。令 𝑆 ⊆ ℕ+为

一个指标集。对于向量 𝒗，本文用 𝒗𝑆 表示下标在 𝑆中的子向量。令 𝐴为一个矩阵，
𝑅 ⊆ ℕ+为另一个指标集。本文对子矩阵使用类似的符号 𝐴𝑆𝑅、𝐴⋅𝑅和 𝐴𝑘𝑅。此外，

本文用 𝐷𝒗表示以 𝒗为对角元素的对角矩阵。
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第 2章 神经切线核的特征值衰减率

本章以神经切线核（Neural Tangent Kernel, NTK）理论 [12]为出发点，研究过

参数化神经网络对应核函数的谱性质。神经切线核理论表明，在宽度趋于无穷大

的极限下，神经网络的训练过程可以由一个核回归估计量来近似；因此，要理解

这一近似模型的泛化能力，首先需要掌握神经切线核本身的特征值结构。本章的

主要结论定理 2.2表明，当 𝑑 ⩾ 3 时，对于一般的 𝑑 维输入空间，神经切线核的
特征值以大约 (𝑑 + 1)/𝑑 的幂律速率衰减。为建立这一结论，本文进一步证明了定
理 2.3，说明球面内积核在球面子区域上的特征值衰减率与其在整个球面上的衰减

率一致；这一结果本身也具有独立意义。这部分分析不仅补充了神经切线核在一

般输入区域和分布下的谱理论，也为后续章节研究神经切线核回归的泛化误差奠

定了基础①。

2.1 神经切线核理论

作为神经切线核的具体例子，本章主要研究具有 𝐿个隐藏层的全连接神经网
络 𝑓(𝑥; 𝜽)。在这里，本章特别考虑输入空间 𝑥 = (𝑥̃, 1) ∈ 𝒳 = 𝛺 × {1} ⊂ ℝ𝑑+1，其

中𝛺 ⊂ ℝ𝑑 为实质输入空间，额外的维度 1用于表示偏置项（bias term），从而将偏

置项包含在权重矩阵中以简化表示。设网络各层宽度分别为 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝐿（𝐿 ⩾ 2
固定），再额外定义输入层宽度 𝑚0 = 𝑑 + 1和输出层宽度 𝑚𝐿+1 = 1。本章所考虑的
网络模型定义如下：

𝒖(1)(𝑥) = 𝑾 (1)𝑥 ∈ ℝ𝑚1 ,

𝒖(𝑙)(𝑥) =
√

2
𝑚𝑙−1

𝑾 (𝑙)𝜎(𝒖(𝑙−1)(𝑥)) ∈ ℝ𝑚𝑙 , 𝑙 ∈ {2, ⋯ , 𝐿 + 1},

𝑓(𝑥; 𝜽) = 𝒖(𝐿+1)(𝑥).

（2.1）

此处，𝒖(𝑙)(𝑥)表示第 𝑙层的预激活值（pre-activation）向量；𝜎(𝑥)为逐元素施加的
激活函数。网络参数集合 𝜽包含了所有的权重矩阵𝑾 (𝑙) ∈ ℝ𝑚𝑙×𝑚𝑙−1。

神经网络的参数初始化通常采用随机初始化策略。在此，本章假设所有网络

参数均独立同分布地从零均值、单位方差的高斯分布中随机抽取，即：

𝑾 (𝑙)
𝑖,𝑗

𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝒩 (0, 1), for 𝑙 = 1, ⋯ , 𝐿 + 1.

① 本章内容主要源自笔者已发表的论文 Li et al. [28]。
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神经网络通常使用梯度下降法（或其变体）在训练数据集上进行训练。回顾

经验损失函数为

̂ℒ𝑛(𝜽) = 1
2𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓 (𝑥𝑖; 𝜽) − 𝑦𝑖)2,

其中额外的因子 1
2 是为了简化后续的导数表达式。虽然梯度下降法通常以离散

时间的形式进行，但为了简化分析，本章考虑其连续时间的极限形式，即梯度流

（Gradient Flow）。具体地，梯度流定义为参数 𝜽𝑡 随时间 𝑡的演化满足以下微分方
程：

̇𝜽𝑡 = −∇𝜽ℒ(𝜽𝑡) = −1
𝑛∇𝜽𝑓(𝑥; 𝜽𝑡)(𝑓 (𝑥; 𝜽𝑡) − 𝒚), （2.2）

将训练得到的网络预测器记为 ̂𝑓NN
𝑡 (𝑥) ≔ 𝑓(𝑥; 𝜽𝑡)。

显然，梯度流方程（2.2）是一个高度非线性的微分方程，难以求得显式解。但

是，著名的神经切线核（NTK）理论 [12]指出，当网络宽度趋于无穷大时，网络训

练过程可以被一个核回归估计量很好地近似。这种近似也被称为神经网络的一种

惰性训练机制（Lazy Training Regime）。为了说明这一点，可以计算网络输出所满

足的微分方程。利用梯度流方程（2.2），链式法则以及平方损失的形式，有：
d
d𝑡

̂𝑓NN
𝑡 (𝑥) = ⟨∇𝜽𝑓(𝑥; 𝜽𝑡), ̇𝜽𝑡⟩

= −1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

⟨∇𝜽𝑓(𝑥; 𝜽𝑡), ∇𝜽𝑓(𝑥𝑖; 𝜽𝑡)⟩ (𝑓 (𝑥𝑖; 𝜽𝑡) − 𝑦𝑖).

由此，可以引入一个随时间变化的核函数，本章称之为网络切线核：

𝑘𝑡(𝑥, 𝑥′) = ⟨∇𝜽𝑓(𝑥; 𝜽𝑡), ∇𝜽𝑓(𝑥′; 𝜽𝑡)⟩ . （2.3）

由此，可以将网络输出的演化方程重写为：

d
d𝑡

̂𝑓NN
𝑡 (𝑥) = −1

𝑛𝑘𝑡(𝑥, 𝑋)( ̂𝑓NN
𝑡 (𝑋) − 𝒚), （2.4）

其中 𝑘𝑡(𝑥, 𝑋) = (𝑘𝑡(𝑥, 𝑥1), 𝑘𝑡(𝑥, 𝑥2), ⋯ , 𝑘𝑡(𝑥, 𝑥𝑛)) 是一个 1 × 𝑛 的向量， ̂𝑓NN
𝑡 (𝑋) =

( ̂𝑓NN
𝑡 (𝑥1), ̂𝑓NN

𝑡 (𝑥2), ⋯ , ̂𝑓NN
𝑡 (𝑥𝑛))为 𝑛 × 1的网络在训练集上的预测值向量。

神经切线核 [12]的核心发现是：在大宽度极限下，网络切线核 𝑘0收敛于一个确

定的核函数 𝑘NT，即神经切线核（Neural Tangent Kernel, NTK）。由此，可以考虑将

(2.4)中的 𝑘𝑡替换为 𝑘NT，从而得到如下的神经切线核回归估计量的演化方程：
d
d𝑡

̂𝑓NTK
𝑡 (𝑥) = −1

𝑛𝑘NT(𝑥, 𝑋)( ̂𝑓NTK
𝑡 (𝑋) − 𝒚). （2.5）

需要强调的是，(2.4)中的 𝑘𝑡是沿训练轨迹变化的网络切线核，而 (2.5)使用的是初

始化时刻的极限核 𝑘NT。两者能够相互近似依赖于宽网络的惰性训练机制：在适当
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宽度和训练时间尺度下，参数相对初始化点的移动较小，从而 𝑘𝑡 在训练过程中保

持接近 𝑘0，而 𝑘0又在宽度趋于无穷时收敛到确定的 𝑘NT。神经切线核理论的进一
步结论是，在大宽度极限下，核函数的收敛不仅发生在初始时刻 𝑡 = 0，而且在整
个训练过程中均成立，并且神经网络的输出轨迹 ̂𝑓NN

𝑡 (𝑥)可以被神经切线核回归估
计量 ̂𝑓NTK

𝑡 (𝑥)很好地近似。直观来看，比较 (2.4)和 (2.5)，利用常微分方程的稳定

性理论，确实可以预期这个近似成立。

2.1.1 神经切线核的简要推导

为了给神经切线核理论提供一些直观的理解以及文章内容的自洽性，在此只

关注初始化时刻，不严格地简要推导神经切线核的收敛性和递归表达式。考虑宽

度 𝑚 = min(𝑚1, ⋯ , 𝑚𝐿) → ∞。记 𝜶(𝑙)(𝑥) = 𝜎(𝒖(𝑙)(𝑥)) ∈ ℝ𝑚𝑙 为第 𝑙层的激活值向量
（activation），其元素为 𝜶(𝑙)

𝑖 (𝑥)。根据网络定义，有：

𝑢(𝑙)
𝑖 (𝑥) =

√
2

𝑚𝑙−1

𝑚𝑙−1

∑
𝑗=1

𝑊 (𝑙)
𝑖𝑗 𝜶(𝑙−1)

𝑗 (𝑥). （2.6）

为了推导神经切线核的递归形式，下面将分为两部分：前向传播和反向传播。

前向传播 首先考察前向传播过程，对于层数递归地计算预激活值的分布。固定

𝜶(𝑙−1)(𝑥)，由于权重𝑊 (𝑙)
𝑖𝑗 ∼ 𝒩 (0, 1)且独立同分布，根据中心极限定理（CLT），当

𝑚𝑙−1 → ∞时，𝑢(𝑙)
𝑖 (𝑥)服从正态分布，而作为函数 𝑥 ↦ 𝑢(𝑙)

𝑖 (𝑥)，它们构成一个高斯
过程（Gaussian Process, GP）：

𝑢(𝑙)
𝑖 (𝑥) ∼ 𝒢𝒫 (0, 𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′)) , 𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′) = lim

𝑚→∞
𝔼 [𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥), 𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥′)] ,

其中均值为零是容易得到的。注意它与神经元指标 𝑖无关，因为不同神经元的权重
是独立同分布的。现在来计算这个核函数 𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′)的递归形式。首先，容易看
出 𝑘RF,0(𝑥, 𝑥′) = ⟨𝑥, 𝑥′⟩。对于 𝑙 ⩾ 1，先计算有限宽度下的经验协方差：

𝔼𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥)𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥′) = 2
𝑚𝑙−1

𝔼
⎡⎢⎢⎣

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚𝑙−1

∑
𝑗=1

𝑊 (𝑙)
𝑖𝑗 𝜶(𝑙−1)

𝑗 (𝑥)
⎞
⎟
⎟
⎠

(

𝑚𝑙−1

∑
𝑘=1

𝑊 (𝑙)
𝑖𝑘 𝜶(𝑙−1)

𝑘 (𝑥)
)

⎤⎥⎥⎦

= 2
𝑚𝑙−1

𝑚𝑙−1

∑
𝑗=1

𝜶(𝑙−1)
𝑗 (𝑥)𝜶(𝑙−1)

𝑗 (𝑥′),

其中利用了权重的独立性消去了交叉项。当 𝑚𝑙−1 → ∞ 时，利用大数定律，

𝜶(𝑙−1)
𝑗 (𝑥) = 𝜎(𝑢(𝑙−1)

𝑗 (𝑥))以及前一层的高斯过程结论，得到：

𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′) = 2𝔼𝜎(𝑢(𝑙−1)(𝑥))𝜎(𝑢(𝑙−1)(𝑥′)) = 2𝔼(𝑤,𝑧)[𝜎(𝑤)𝜎(𝑧)], （2.7）
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其中 (𝑤, 𝑧)是服从均值为零，协方差矩阵为

(
𝑘RF,𝑙−1(𝑥, 𝑥) 𝑘RF,𝑙−1(𝑥, 𝑥′)
𝑘RF,𝑙−1(𝑥, 𝑥′) 𝑘RF,𝑙−1(𝑥′, 𝑥′))

的二维高斯随机变量。这一核函数也被称为随机特征核（Random Feature Kernel,

RFK），因为它对应于神经网络的随机特征模型。

反向传播 现在需要计算神经切线核 𝑘NT(𝑥, 𝑥′)的递归形式。根据定义，神经切线
核可以写成所有网络参数梯度内积之和。再引入截止到第 𝑙层的神经切线核：

𝑘NT,𝑙(𝑥, 𝑥′) = lim
𝑚→∞ ⟨∇𝜃⩽𝑙𝒖

(𝑙)
𝑖 (𝑥), ∇𝜃⩽𝑙𝒖

(𝑙)
𝑖 (𝑥′)⟩ ,

其中 𝜃⩽𝑙 表示截至第 𝑙层的所有参数。
利用网络结构，可以将神经切线核分解为最后一层参数项和前序层传播项之

和：

𝑘NT,𝑙(𝑥, 𝑥′) = lim
𝑚→∞ ⟨∇𝑾 (𝑙−1)𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥), ∇𝑾 (𝑙−1)𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥′)⟩ + lim

𝑚→∞ ⟨∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥), ∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥′)⟩ .

对于第一项，有

⟨∇𝑾 (𝑙−1)𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥), ∇𝑾 (𝑙−1)𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥′)⟩ = 2
𝑚𝑙−1

𝑚𝑙−1

∑
𝑗=1

𝜎(𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥))𝜎(𝒖(𝑙−1)

𝑗 (𝑥′)),

所以当 𝑚𝑙−1 → ∞时，利用大数定律和前向传播的高斯过程结论，得到：

⟨∇𝑾 (𝑙−1)𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥), ∇𝑾 (𝑙−1)𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥′)⟩ → 2𝔼(𝑤,𝑧)[𝜎(𝑤)𝜎(𝑧)] = 𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′).

对于第二项，利用链式法则，

∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥) =

𝑚𝑙−1

∑
𝑗=1

∂𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥)

∂𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥)

∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥)

=
√

2
𝑚𝑙−1

𝑚𝑙−1

∑
𝑗=1

𝑊 (𝑙)
𝑖𝑗 𝜎̇(𝒖(𝑙−1)

𝑗 (𝑥))∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥),

其中 𝜎̇(𝑥)为激活函数 𝜎(𝑥)的导数。将其代入第二项，得到：

⟨∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙)
𝑖 (𝑥), ∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙)

𝑖 (𝑥′)⟩ = 2
𝑚𝑙−1

𝑚𝑙−1

∑
𝑗,𝑘=1

𝑊 (𝑙)
𝑖𝑗 𝑊 (𝑙)

𝑖𝑘 𝜎̇(𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥))𝜎̇(𝒖(𝑙−1)

𝑘 (𝑥′))

⋅ ⟨∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥), ∇𝜃<𝑙−1𝒖(𝑙−1)

𝑘 (𝑥′)⟩ .

其中的后一项收敛到前一层的神经切线核 𝑘NT,𝑙−1(𝑥, 𝑥′)。而对于前一项，利用权重
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的独立性，有

2
𝑚𝑙−1

𝑚𝑙−1

∑
𝑗,𝑘=1

𝑊 (𝑙)
𝑖𝑗 𝑊 (𝑙)

𝑖𝑘 𝜎̇(𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥))𝜎̇(𝒖(𝑙−1)

𝑘 (𝑥′)) → 2𝔼𝜎̇(𝒖(𝑙−1)
𝑗 (𝑥))𝜎̇(𝒖(𝑙−1)

𝑘 (𝑥′)) = 2𝔼(𝑤,𝑧)[𝜎̇(𝑤)𝜎̇(𝑧)],

其中 (𝑤, 𝑧)服从与前向传播相同的二维高斯分布。综上所述，得到了神经切线核的
递归形式：

𝑘NT,𝑙(𝑥, 𝑥′) = 𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′) + 𝑘NT,𝑙−1(𝑥, 𝑥′) ⋅ 2𝔼(𝑤,𝑧)[𝜎̇(𝑤)𝜎̇(𝑧)]. （2.8）

2.1.2 ReLU神经切线核的显式公式

利用表达式（2.7）和（2.8），可以递归地计算神经切线核的值 [12]。特别地，对于

ReLU激活函数 𝜎(𝑥) = max(0, 𝑥)，借助 Cho et al. [81]所引入的反余弦核（arccosine

kernel）技巧，可以计算出期望项的解析解，得到更为简洁的显式公式。定义

𝜅0(𝑢) = 1
𝜋 (𝜋 − 𝜃) = 1

𝜋 (𝜋 − arccos 𝑢) , （2.9）

𝜅1(𝑢) = 1
𝜋 [sin 𝜃 + (𝜋 − 𝜃) cos 𝜃] = 1

𝜋 [√1 − 𝑢2 + 𝑢(𝜋 − arccos 𝑢)] , （2.10）

其中 𝜃 = arccos 𝑢。那么，对于 (𝑤, 𝑧) ∼ 𝒩 (0, 𝐵)，𝐵 =
(

𝑎2 𝑢𝑎𝑏
𝑢𝑎𝑏 𝑏2 )

，有

2𝔼(𝑤,𝑧)∼𝒩 (0,𝐵) [𝜎̇(𝑤)𝜎̇(𝑧)] = 𝜅0(𝑢), 2𝔼(𝑤,𝑧)∼𝒩 (0,𝐵) [𝜎(𝑤)𝜎(𝑧)] = 𝑎𝑏𝜅1(𝑢).

由此，通过进一步化简计算，可以得到

𝑘RF,𝑙(𝑥, 𝑥′) = ‖𝑥‖ ‖𝑥′‖𝜅(𝑙)
1 ( ̄𝑢), ̄𝑢 = ⟨𝑥, 𝑥′⟩

‖𝑥‖ ‖𝑥′‖, （2.11）

𝑘NT,𝑙(𝑥, 𝑥′) = ‖𝑥‖ ‖𝑥′‖
𝑙

∑
𝑟=0

𝜅(𝑙−𝑟)
1 ( ̄𝑢)

𝑟

∏
𝑠=1

𝜅0(𝜅(𝑙−𝑠)
1 ( ̄𝑢)), （2.12）

其中 𝜅(𝑙)表示对函数 𝜅的 𝑙次复合。从表达式 (2.12)可以看出，如果输入数据处于单

位球面上（即 ‖𝑥‖ = 1），那么神经切线核仅依赖于输入数据之间的内积 ̄𝑢 = ⟨𝑥, 𝑥′⟩。
这种只依赖于内积的核函数称为内积核（dot-product kernel），属于径向基核（radial

basis kernel）的一种特殊情况。

2.1.3 一致收敛性

尽管已有工作 [15,24]表明神经网络的输出函数 ̂𝑓NN
𝑡 (𝑥)可以被 ̂𝑓NTK

𝑡 (𝑥)逼近，但
大多数现有结果建立的是点态（pointwise）收敛。也就是说，这些结果仅表明对于

固定的 𝑥，sup𝑡⩾0 | ̂𝑓NTK
𝑡 (𝑥) − ̂𝑓NN

𝑡 (𝑥)|在高概率下是很小的。
然而，为了保证 ̂𝑓NN

𝑡 的泛化误差能够被 ̂𝑓NTK
𝑡 的泛化误差准确刻画，需要 ̂𝑓NN

𝑡

13
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向 ̂𝑓NTK
𝑡 一致收敛（uniform convergence）。假设 ̂𝑓NTK

𝑡 初始化与 ̂𝑓NN
𝑡 相同。例如额

外考虑一个镜像神经网络结构，可以保证 ̂𝑓NN
0 ≡ 0，此时设置 ̂𝑓NTK

0 ≡ 0即可；或
者一般地， ̂𝑓NN

0 服从一个高斯过程分布，此时可以将 ̂𝑓NTK
0 设置为 ̂𝑓NN

0 的同一实

现。Li et al. [28]证明了如下的一致收敛性结果：

定理 2.1 (一致收敛性)： 假设 𝒳 有界且经验核矩阵 (𝑘NT(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑛×𝑛的最小特征值

𝜆0 > 0。存在一个多项式 poly(⋅)，使得对于任意 𝜖 > 0和 𝛿 ∈ (0, 1)，当网络宽度
𝑚满足 𝑚 ⩾ poly(𝑛, 𝜆−1

0 , ‖𝒚‖, ln(1/𝛿), 1/𝜖)时，在随机初始化下以至少 1 − 𝛿的概率成
立：

sup
𝑡⩾0

sup
𝑥∈𝒳 | ̂𝑓NTK

𝑡 (𝑥) − ̂𝑓NN
𝑡 (𝑥)| ⩽ 𝜖.

上述定理中的 𝜆0是给定训练样本对应的经验核矩阵的最小特征值，一般可以

依赖于样本和样本量 𝑛。因此，宽度下界对 𝜆−1
0 的多项式依赖应理解为该一致近似

结果的一个条件；后文关于积分算子特征值衰减率的结果并不直接推出经验核矩

阵的 𝜆0存在与 𝑛无关的下界。
作为该定理的直接推论，可以证明 ̂𝑓NN的泛化性能可以被 ̂𝑓NTK很好地近似。

于是，可以将神经网络的泛化性能分析归结为对神经切线核回归的泛化性能分析，

这是本文将在后续的第 3章中进行的工作。

2.2 神经切线核的特征值

在核方法的框架下，核函数的谱性质，特别是特征值衰减率，对于泛化能力的

分析至关重要。具体地，考虑定义在输入空间 𝒳 上的核函数 𝑘 ∶ 𝒳 × 𝒳 → ℝ以及
𝒳 上的一个测度 𝜇（不一定需要是概率测度），可以引入一个与核函数 𝑘相关联的
积分算子 𝑇 ∶ 𝐿2(𝒳, d𝜇) → 𝐿2(𝒳, d𝜇)，其定义为：

(𝑇 𝑓)(𝑥) = ∫𝒳
𝑘(𝑥, 𝑥′)𝑓 (𝑥′) d𝜇(𝑥′), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝒳, d𝜇). （2.13）

在一定的正则性条件下（例如 𝜇为有限测度，𝑘也有界），这个积分算子是自伴紧
正算子，因此 𝑇 的谱分解给出了一组 𝐿2(𝒳, d𝜇)中标准正交的特征函数 {𝑒𝑖}𝑖∈𝑁 以

及对应的非负特征值序列 {𝜆𝑖}𝑖∈𝑁（其中𝑁 ⊆ ℕ为一个指标集），满足

𝑇 𝑓 =
∞

∑
𝑖=1

𝜆𝑖 ⟨𝑓 , 𝑒𝑖⟩𝐿2 𝑒𝑖.
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不仅如此，特征值和特征函数还给出了核函数本身的级数表示，这就是著名的Mer-

cer分解 [82-83]：

𝑘(𝑥, 𝑥′) = ∑
𝑖∈𝑁

𝜆𝑖𝑒𝑖(𝑥)𝑒𝑖(𝑥′), （2.14）

注意到这个分解不仅依赖于核函数 𝑘，还依赖于定义在 𝒳 上的测度 𝜇。所以，为了
强调特征值对核函数与测度的依赖性，也将其记为 𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜇) = 𝜆𝑖。将在第 3章

的第 3.1节中对核函数理论进行更为详细的介绍。

在核回归的研究中，𝜆𝑖的渐近行为尤为重要，因为它反映了核函数所对应的再

生核希尔伯特空间（Reproducing Kernel Hilbert Space, RKHS）的复杂度，也与相应

核回归估计量的收敛速率密切相关（例如参见 Caponnetto et al. [14], Lin et al. [84]）。

特别地，文献中常假设特征值呈幂律衰减，即 𝜆𝑖 ≍ 𝑖−𝛽，且相应的极小极大最优速

率依赖于指数 𝛽。因此，确定所研究核函数的衰减率，尤其是幂律衰减情况下的指
数 𝛽，是非常重要的。
鉴于全连接 ReLU神经网络对应的神经切线核本质上是球面上的内积核，已

有大量文献致力于利用球谐函数（spherical harmonics）理论 [29]来研究神经切线核

的特征分解性质 [30-33]。特别地，Bietti et al. [30]和 Bietti et al. [33]的研究表明，当输

入数据服从 𝕊𝑑 上的均匀分布时，与两层及多层神经网络相关联的神经切线核的特

征值衰减率为 𝑖−(𝑑+1)/𝑑。然而，上述分析严重依赖于球面上的球谐函数理论以导出

特征值的显式表达式，这种方法具有明显的局限性，即难以直接推广到一般的输

入区域及一般的输入分布上。近年来，Lai et al. [27]针对定义在实数区间上的两层

ReLU神经网络进行了研究，证明了其对应的神经切线核的特征值以 𝑖−2的速率衰

减。尽管如此，该工作的分析技术高度依赖于 ℝ上神经切线核的特定一维显式表
达，难以扩展至定义在高维空间 ℝ𝑑 上的情形，也无法涵盖多层宽神经网络对应的

神经切线核。因此，确定一般区域上神经切线核的特征值衰减率仍然是一个重要

且具有挑战性的问题，这也是本章的主要目标。

首先，可以说明神经切线核是严格正定的。对于它的证明，可以参考 Arora

et al. [15]和 Li et al. [28]。

命题 2.1： 𝑘NT在 𝒳 = ℝ𝑑 × {1}上是严格正定的，即对于不同的点 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑛 ∈ ℝ𝑑，

核矩阵的最小特征值 𝜆min(𝛩NTK(𝒙𝑖, 𝒙𝑗))𝑛×𝑛 > 0。
本章的主要结果如下，给出了多层 ReLU神经网络对应的神经切线核在一般

区域和一般分布下的特征值衰减率。

定理 2.2： 设 𝑑 ⩾ 3，且 𝜇|𝛺为𝛺 ⊆ ℝ𝑑 上的概率测度，且具有黎曼可积密度 𝑝(𝑥)，
满足 𝑝(𝑥) ⩽ 𝐶(1 + ‖𝑥‖2)−(𝑑+3)/2（其中 𝐶 为某常数）。那么，𝑘NT在 𝒳 = 𝛺 × {1}上

15
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关于 𝜇的特征值衰减速率为：

𝜆𝑖(𝑘NT; 𝒳, d𝜇) ≍ 𝑖− 𝑑+1
𝑑 . （2.15）

以下对于定理 2.2进行一些讨论。

首先，关于密度 𝑝(𝑥)的条件被许多常见分布所满足，例如次高斯（sub-Gaussian）

分布或具有有界支集的分布。不仅如此，可以看到定理 2.2给出的衰减速率与神经

网络的层数 𝐿 无关，只与输入空间的维度 𝑑 有关，这与 Bietti et al. [30]和 Bietti

et al. [33]在球面上得到的结果一致。这说明，如果仅仅关注特征值的渐近衰减速率，

网络的深度并不会影响神经切线核的谱性质。

定理 2.2的结论和证明方法可以推广到其他类型的激活函数和网络架构。例如，

也可以考虑残差神经网络（ResNet）对应的神经切线核，或者是其他激活函数，特

别是齐次激活函数，例如 ReLU𝛼(𝑥) = max(𝑥, 0)𝛼 和 Leaky ReLU LeakyReLU(𝑥) =
max(𝑥, 0) + 𝑎min(𝑥, 0)（其中 𝑎 ∈ (0, 1)为一个常数）。

2.2.1 定理 2.2的证明

为了证明定理 2.2，将利用核函数的变换性质，将定义在ℝ𝑑上的神经切线核问

题转化为定义在球面𝕊𝑑上的齐次神经切线核问题。然后，可以利用Bietti et al. [33]已

经建立的 𝕊𝑑上神经切线核的特征值衰减率结果。具体地，本章在第 2.2.2小节中给

出基本的核函数变换理论，然后在第 2.3节给出本章这一部分的主要定理，说明限

制在球面子区域上的内积核与在整个球面上的内积核的特征值衰减率相同。为保

持从一般区域到球面内积核结果的叙述顺序，下面的证明将先引用后文的定理 2.3，

其完整陈述和证明见第 2.3节。利用这些结果，本文给出定理 2.2的证明如下。

记 𝕊𝑑
+ = {𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑑+1) ∈ 𝕊𝑑 ∶ 𝑦𝑑+1 > 0}，并引入同胚映射 𝛷 ∶ ℝ𝑑 → 𝕊𝑑

+，

定义为 𝑥 ↦ 𝑥̃/‖𝑥̃‖，其中 𝑥̃ = (𝑥, 1) ∈ ℝ𝑑+1。易证雅可比矩阵和 Gram矩阵分别为：

𝐽𝛷 = 1
‖𝑥̃‖ (

𝐼𝑑

0 )
− 𝑥̃𝑥𝑇

‖𝑥̃‖3 , 𝐺 = (𝐽𝛷)𝑇 𝐽𝛷 = 1
‖𝑥̃‖2 𝐼𝑑 − 𝑥𝑥𝑇

‖𝑥̃‖4 , det𝐺 = ‖𝑥̃‖−2(𝑑+1).

在 𝕊𝑑 上定义齐次 NTK 𝛩NTK,0：

𝛩NTK,0(𝑦, 𝑦′) ≔
𝐿

∑
𝑟=0

𝜅(𝑟)
1 (𝑢)

𝐿−1

∏𝑠=𝑟
𝜅0(𝜅(𝑠)

1 (𝑢)), 𝑢 = ⟨𝑦, 𝑦′⟩. （2.16）

易验证：

𝐾1(𝑥, 𝑥′) ≔ 𝛷∗𝛩NTK,0 =
𝐿

∑
𝑟=0

𝜅(𝑟)
1 ( ̄𝑢)

𝐿−1

∏𝑠=𝑟
𝜅0(𝜅(𝑠)

1 ( ̄𝑢)), 𝛩NTK = ‖𝑥̃‖ ⊙ 𝐾1 + 1.
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因此，由命题 2.2和命题 2.3可得：

𝜆𝑖(‖𝑥̃‖ ⊙ 𝐾1; 𝒳, d𝜇) = 𝜆𝑖(𝐾1; 𝒳, ‖𝑥̃‖2 d𝜇) = 𝜆𝑖 (𝛩NTK,0; 𝕊𝑑 , 𝛷∗(‖𝑥̃‖2 d𝜇)) .

此外，记 𝜎̃ = 𝛷∗(‖𝑥̃‖2 d𝜇)以及 𝑝(𝑥) = d𝜇
d𝑥，有 d𝜎̃ = 𝑝(𝑥)‖𝑥̃‖2𝛷∗( d𝑥)。另一方面，

𝕊𝑑
+上的典范均匀测度 𝜎由 d𝜎 = |det𝐺|

1
2 𝛷∗( d𝑥)给出，因此有：

𝑞(𝑦) ≔ d𝜎̃
d𝜎 = |det𝐺|− 1

2 ‖𝑥̃‖2𝑝(𝑥) = ‖𝑥̃‖𝑑+3𝑝(𝑥), 𝑦 ∈ 𝕊𝑑
+.

因此，关于 𝑝(𝑥)的条件意味着 𝑞(𝑦)是黎曼可积且有上界的。现在，Bietti et al. [33]已
经建立了 𝕊𝑑 上内积核 𝛩NTK,0关于 d𝜎 的 EDR，即 𝜆𝑖(𝛩NTK,0; 𝕊𝑑 , d𝜎) ≍ 𝑖− 𝑑+1

𝑑 。由

定理 2.3可知 𝜆𝑖 (𝛩NTK,0; 𝕊𝑑 , d𝜎̃) ≍ 𝑖− 𝑑+1
𝑑 。

2.2.2 核函数的变换与特征值衰减速率

在本小节中介绍关于算子 𝑇 特征值的一些初步结果，这些结果允许通过代数
变换处理核函数，从而简化分析。首先定义缩放核 (𝜌 ⊙ 𝑘)(𝑥, 𝑥′) = 𝜌(𝑥)𝑘(𝑥, 𝑥′)𝜌(𝑥′)，
其中 𝜌 ∶ 𝒳 → ℝ为某一函数。易得如下命题：
命题 2.2： 设 𝜌 ∶ 𝒳 → ℝ为可测函数。则有：

𝜆𝑖(𝜌 ⊙ 𝑘; 𝒳, d𝜇) = 𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, 𝜌2 d𝜇). （2.17）

证明 证明如下的特征值和特征函数的对应关系：(𝜆𝑖, 𝑒𝑖)为 𝑘关于测度 𝜌2 d𝜇的特
征值和特征函数，则 (𝜆𝑖, 𝜌𝑒𝑖)为 𝜌 ⊙ 𝑘关于测度 𝜇的特征值和特征函数，反之亦然。
按照前者的定义，有

𝜆𝑖𝑒𝑖(𝑥) = ∫𝒳
𝑘(𝑥, 𝑥′)𝑒𝑖(𝑥′)𝜌2(𝑥′) d𝜇(𝑥′).

两边乘以 𝜌(𝑥)，得到

𝜆𝑖𝜌(𝑥)𝑒𝑖(𝑥) = ∫𝒳
𝜌(𝑥)𝑘(𝑥, 𝑥′)𝜌(𝑥′) (𝜌(𝑥′)𝑒𝑖(𝑥′)) d𝜇(𝑥′)

= ∫𝒳
(𝜌 ⊙ 𝑘)(𝑥, 𝑥′) (𝜌(𝑥′)𝑒𝑖(𝑥′)) d𝜇(𝑥′),

这就说明 𝜌𝑒𝑖 是 𝜌 ⊙ 𝑘关于测度 𝜇 的特征函数，且对应的特征值为 𝜆𝑖。反之亦然，

因此完成证明。

此外，如果 𝜌是有界的，可以利用紧自伴算子特征值的极小极大原理（Minimax

Principle）进一步估计特征值。

引理 2.1：设可测函数 𝜌 ∶ 𝒳 → ℝ满足 0 ⩽ 𝑐 ⩽ 𝜌2(𝑥) ⩽ 𝐶。则对于所有 𝑖 = 1, 2, ⋯，
有：

𝑐𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜇) ⩽ 𝜆𝑖(𝜌 ⊙ 𝑘; 𝒳, d𝜇) ⩽ 𝐶𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜇).
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等价地，若 𝜈是𝒳上的另一个测度，且满足 0 ⩽ 𝑐 ⩽ d𝜈
d𝜇 ⩽ 𝐶，则对于所有 𝑖 = 1, 2, ⋯，

有：

𝑐𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜇) ⩽ 𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜈) ⩽ 𝐶𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜇).

证明 利用命题 2.2，只需要证明关于测度变换的部分。不妨假设 𝑐 > 0，不然不等
式的前一半是平凡成立的。而由对称性，只需证明后一半。对于 𝑘的再生核希尔
伯特空间ℋ𝑘，可以引入关于测度 𝜇（或者 𝜈）的协方差算子 𝐶𝜇 ∶ ℋ𝑘 → ℋ𝑘（或者

𝐶𝜈），定义为

⟨𝐶𝜇𝑓, 𝑔⟩ℋ𝑘
= ∫𝒳

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝜇(𝑥), 𝑓 , 𝑔 ∈ ℋ𝑘.

这个协方差算子的特征值与积分算子 𝑇 的特征值相同（参见第 3.1节）。使用紧自

伴算子特征值的极小极大原理，引理 2.9，有

𝜆𝑖(𝐶𝜈) = inf
𝑉 ⊂ℋ𝑘

dim(𝑉 )=𝑖−1

sup
𝑓∈𝑉 ⟂

‖𝑓‖ℋ𝑘=1

⟨𝐶𝜈𝑓, 𝑓⟩ℋ𝑘
.

利用测度之间的界限关系，有

⟨𝐶𝜈𝑓, 𝑓⟩ℋ𝑘
= ∫𝒳

𝑓 2(𝑥) d𝜈(𝑥) ⩽ 𝐶 ∫𝒳
𝑓 2(𝑥) d𝜇(𝑥) = 𝐶 ⟨𝐶𝜇𝑓, 𝑓⟩ℋ𝑘

.

这就说明了

𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜈) = 𝜆𝑖(𝐶𝜈) ⩽ 𝐶𝜆𝑖(𝐶𝜇) = 𝐶𝜆𝑖(𝑘; 𝒳, d𝜇).

注 2.1： 引理 2.1的证明巧妙地利用了积分算子与再生核希尔伯特空间中协方差算

子之间的联系，从而始终处理的是同一个空间，即ℋ𝑘，而不需要涉及到不同测度

下的 𝐿2空间之间的映射关系，后者往往较为复杂且难以处理。

推论 2.1 (微分同胚变换)： 令 𝒳1, 𝒳2为两个黎曼流形，𝑘为 𝒳1上的核。假设 𝜑 ∶
𝒳1 → 𝒳2 为 𝐶1-微分同胚，即 𝜑和 𝜑−1 均为 𝐶1，且 0 < 𝑐 ⩽ | det 𝐽𝜑| ⩽ 𝐶，其中
𝐽𝜑表示 𝜑的雅可比矩阵。则有：

𝑐𝜆𝑖(𝑘; 𝒳1, d𝑥1) ⩽ 𝜆𝑖(𝜑∗𝑘; 𝒳2, d𝑥2) ⩽ 𝐶𝜆𝑖(𝑘; 𝒳1, d𝑥1). （2.18）

证明 由变量替换公式，有：

𝜆𝑖(𝑘; 𝒳1, | det 𝐽𝜑| d𝑥1) = 𝜆𝑖(𝜑∗𝑘; 𝒳2, d𝑥2).

然后，应用引理 2.1，即可完成证明。

接下来，考虑核函数的变换。设 𝒳1, 𝒳2为两个集合，𝜑 ∶ 𝒳1 → 𝒳2为双射，𝑘2
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为 𝒳2上的核。定义 𝒳1上的拉回核（pull-back kernel）𝜑∗𝑘2为：

(𝜑∗𝑘2) (𝑥1, 𝑥′
1) = 𝑘2(𝜑(𝑥1), 𝜑(𝑥′

1)).

此外，假设 𝒳1 是具有测度 𝜇1 的可测空间，定义 𝒳2 上的前推测度（push-forward

measure）𝜇2 = 𝜑∗𝜇1，即 𝜇2(𝐴) = 𝜇1(𝜑−1(𝐴))。此时，易见：
命题 2.3： 设 𝒳1, 𝒳2为两个可测空间，𝜑 ∶ 𝒳1 → 𝒳2为可测单射，𝜇1为 𝒳1上的测

度，且 𝜇2 = 𝜑∗𝜇1。假设 𝑘2为 𝒳2上的核，且 𝑘1 = 𝜑∗𝑘2。则有：

𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳1, d𝜇1) = 𝜆𝑖(𝑘2; 𝒳2, d𝜇2). （2.19）

证明 假设 (𝑒, 𝜆)为 𝑘2关于测度 𝜇2的特征函数和特征值，则

𝜆𝑒(𝑥2) = ∫𝒳2
𝑘2(𝑥2, 𝑥′

2)𝑒(𝑥′
2) d𝜇2(𝑥′

2).

将 𝑥2 = 𝜑(𝑥1)代入上式，并利用测度的前推定义，得到：

𝜆𝑒(𝜑(𝑥1)) = ∫𝒳1
𝑘2(𝜑(𝑥1), 𝜑(𝑥′

1))𝑒(𝜑(𝑥′
1)) d𝜇1(𝑥′

1)

= ∫𝒳1
(𝜑∗𝑘2)(𝑥1, 𝑥′

1)𝑒(𝜑(𝑥′
1)) d𝜇1(𝑥′

1).

这就说明 𝑒 ∘ 𝜑是 𝑘1关于测度 𝜇1的特征函数，且对应的特征值为 𝜆。反之亦然，因
此完成证明。

最后，再考虑两个核函数之和的情形。

引理 2.2： 设 𝑘1, 𝑘2为 𝒳 上的两个正定核。则

𝜆𝑖(𝑘1 + 𝑘2; 𝒳, d𝜇) ⩾ 𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇).

进一步地，假设当 𝑖 → ∞ 时，𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇) ≍ 𝜆2𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇) 且 𝜆𝑖(𝑘2; 𝒳, d𝜇) =
𝑂 (𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇))。则

𝜆𝑖(𝑘1 + 𝑘2; 𝒳, d𝜇) ≍ 𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇), 𝑖 → ∞.

证明 对于前一部分，有

𝑇𝑘1+𝑘2 = 𝑇𝑘1 + 𝑇𝑘2 ⪰ 𝑇𝑘1 ,

其中 𝑇𝑘表示核 𝑘对应的积分算子，且 ⪰表示算子半正定性。因此直接得到特征值
的不等式。对于后一部分，利用算子特征值的Weyl不等式（引理 2.10）得到

𝜆2𝑖−1(𝑘1 + 𝑘2; 𝒳, d𝜇) ⩽ 𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇) + 𝜆𝑖(𝑘2; 𝒳, d𝜇)

≲ 𝐶𝜆2𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇) + 𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇)

≲ 𝜆2𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇) ⩽ 𝜆2𝑖−1(𝑘1; 𝒳, d𝜇),
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其中第二个和第三个不等式利用了假设条件，最后一个不等式利用了特征值的单

调性。对于 𝜆2𝑖也可以类似地得到同样的结论，因此完成证明。

注 2.2： 引理 2.2中的条件 𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇) ≍ 𝜆2𝑖(𝑘1; 𝒳, d𝜇)确保了 𝑘1 的特征值衰减

不会太快，从而避免了 𝑘2对总特征值衰减率产生显著影响。例如，当 𝑘1的特征值

呈幂律衰减时 𝜆𝑖 ≍ 𝑖−𝛽，该条件是满足的。但如果 𝑘1 的特征值衰减非常快，例如

指数衰减 𝜆𝑖 ≍ e−𝛼𝑖，则该条件不成立。将在后续分析中证明，对于神经切线核而

言，其主导部分的特征值衰减速率为幂律衰减，因此该条件是满足的。

2.3 限制在子区域上的球面内积核的特征值衰减率

前一小节的结果为分析核函数的特征值提供了有力的工具，但是仍然有许多

局限性。例如，即便知道某个核函数 𝑘在 𝒳 上的特征值衰减速率，也只能够利用
引理 2.1得到 𝑘在 𝒳 的一个子集 𝛺 ⊆ 𝒳 上的特征值衰减速率的上界，因为它等价
于考虑 𝜇在 𝛺上的限制所对应的测度。但是无法利用该引理得到下界，因为此时
的 Radon导数下界为零。事实上，如果没有额外的条件，无法得到这样的下界。例

如考虑仅定义在子区域 𝛺上的核函数，通过零延拓，可以将其定义在更大的区域
上，此时特征值衰减速率当然不变，但若再将它限制到 𝛺之外的区域上，其特征
值将全部为零。

另一方面，假设要研究 𝜆𝑖(𝑘1; 𝒳1, d𝜇1)，一种自然的想法是寻找某个变换 𝜑 ∶
𝒳1 → 𝒳2，使得 𝑘1可以表示为某个 𝒳2上核函数 𝑘2的拉回核，即 𝑘1 = 𝜑∗𝑘2。如果

𝑘2 关于 𝒳2 上某测度 𝜎 的特征值衰减速率已知或易于获得，那么一种直观的想法
是结合命题 2.3和引理 2.1来获得 𝑘1 关于 𝜇1 的特征值衰减率。然而，在许多情况

下，𝜑(𝒳1)是 𝒳2 的真子集，或者前推测度 𝜇2 = 𝜑∗𝜇1 并不与 𝜎 等价，例如 Radon

导数
d𝜇2
d𝜎 可能在某些区域上为零。这样，也无法利用引理 2.1得到 𝑘2 关于测度 𝜇2

的特征值衰减速率的下界，从而也无法得到 𝑘1 关于 𝜇1 的特征值衰减速率的下界。

这正是本章所关心的神经切线核所面临的主要挑战之一。

幸运的是，如果核函数满足适当的不变性性质，仍然能够说明限制在子区域

上的核函数的特征值衰减速率与原核函数的特征值衰减速率相同。一种情况是平

移不变核函数，即 𝑘(𝑥, 𝑥′) = 𝑔(𝑥 − 𝑥′)。此时，Widom [85]的如下结果极具启发性。

这个结果说明了，只要平移不变核的傅里叶系数满足适当的正则性条件，那么限

制在子区域上的核函数的特征值衰减速率与原核函数的特征值衰减速率相同。

命题 2.4 (Widom [85] )： 设 𝕋 𝑑 = [−𝜋, 𝜋)𝑑 为 𝑑 维环面，且

𝑘(𝑥, 𝑥′) = ∑
𝒏∈ℤ𝑑

𝑐𝒏e𝑖𝒏⋅𝑥e−𝑖𝒏⋅𝑥′
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为 𝕋 𝑑 上的平移不变核。进一步假设 𝑐𝒏满足：(i) 𝑐𝒏 ⩾ 0；(ii)固定除 𝑛𝑖0 外的所有 𝑛𝑖，

𝑐𝒏 作为 𝑛𝑖0 的函数，在 −∞到某 ̄𝑛 = ̄𝑛(𝑖0)之间非减，在 ̄𝑛到∞之间非增；(iii)若

|𝒏|, |𝒎| → ∞且 |𝒏| = 𝑂(|𝒎|)，则 𝑐𝒎 = 𝑂(𝑐𝒏)；(iv)若 |𝒏|, |𝒎| → ∞且 |𝒏| = 𝑜(|𝒎|)，
则 𝑐𝒎 = 𝑜(𝑐𝒏)。那么，对于有界非零黎曼可积函数 𝜌，有：

𝜆𝑖(𝑘; 𝕋 𝑑 , 𝜌2 d𝑥) ≍ 𝜆𝑖(𝑘; 𝕋 𝑑 , d𝑥).

然而，上述结果并不适用于本章的情况，因为本章关注的神经切线核在环面

上不是平移不变的，而是在球面上旋转不变的，即内积核。尽管如此，受此结果启

发，本章的主要贡献之一是为球面上的内积核建立了一个类似的结果。设 𝑑 ⩾ 3，
𝕊𝑑 ⊂ ℝ𝑑+1为 𝑑 维单位球面，𝜎为 𝕊𝑑 上的勒贝格测度。回顾一下，内积核 𝑘(𝑥, 𝑥′)
是指仅依赖于输入内积 𝑢 = ⟨𝑥, 𝑥′⟩的核。
得益于球谐函数理论 [29]，积分算子 𝑇 的特征函数以及 𝑘的 Mercer分解可以

显式给出：

𝑘(𝑥, 𝑥′) =
∞

∑
𝑛=0

𝜇𝑛

𝑎𝑛

∑
𝑙=1

𝑌𝑛,𝑙(𝑥)𝑌𝑛,𝑙(𝑥′), （2.20）

其中 {𝑌𝑛,𝑙, 𝑛 ⩾ 0, 𝑙 = 1, ⋯ , 𝑎𝑛}是由球谐函数构成的正交基，𝑎𝑛 = (𝑛+𝑑
𝑛 ) − (𝑛−2+𝑑

𝑛−2 )
是 𝑛阶球谐函数空间的维数，𝜇𝑛是算子 𝑇 重数为 𝑎𝑛的特征值。为了陈述本章的结

果，首先引入关于特征值渐近衰减率的如下条件。

假设 2.1： 设 (𝜇𝑛)𝑛⩾0为正数递减序列。假设如下条件成立：

(a) 定义 𝑁(𝜖) = max{𝑛 ∶ 𝜇𝑛 > 𝜖}。对于任意固定常数 𝑐 > 0，当 𝜖 → 0 时，
𝑁(𝑐𝜖) = 𝛩(𝑁(𝜖))；假设 𝜖, 𝛿 → 0且 𝜖 = 𝑜(𝛿)，则𝑁(𝛿) = 𝑜(𝑁(𝜖))。

(b) 对所有 𝑛，有△𝑑+1𝜇𝑛 ⩾ 0，其中△为定义 2.2中定义的前向差分算子。

(c) 存在常数 𝑞 ∈ ℕ+和 𝐷 > 0，使得对任意 𝑛 ⩾ 0，有
𝑑

∑
𝑙=0 (

̃𝑛 + 𝑙
𝑙 )△𝑙𝜇 ̃𝑛 ⩽ 𝐷𝜇𝑛, 其中 ̃𝑛 = 𝑞𝑛. （2.21）

注 2.3： 假设 2.1是一个关于衰减率的温和条件，且定理 2.3仅要求假设 2.1在渐近

意义下成立，因此这一要求相当普遍。例如，若满足以下任一情况，则该要求成立：

• 𝜇𝑛 ≍ 𝑛−𝛽，其中 𝛽 > 𝑑。
• 𝜇𝑛 ≍ 𝑛−𝛽(ln 𝑛)𝑝，其中 𝛽 > 𝑑, 𝑝 ∈ ℝ，或者 𝛽 = 𝑑, 𝑝 > 1。

指数型衰减 𝜇𝑛 ≍ e−𝑐1𝑛𝛽
满足后文差分和导数控制中所需的正则性，但它不满足条

件 (a)中关于𝑁(𝜖)的尺度分离要求：例如取 𝛿 = √𝜖时，𝑁(𝛿)/𝑁(𝜖)不趋于零。因此
不作为假设 2.1的例子。此外，这些衰减率条件与现有理论相符，因为Widom [85]中

也需要类似的条件 (ii)-(iv)。
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现在，可以陈述关于球面内积核在一般测度下的特征值衰减速率的主要结果。

定理 2.3： 设 𝑑 ⩾ 3，且 𝑘(𝑥, 𝑥′)为 𝕊𝑑 上的内积核，其在分解 (2.20)中对应的特征

值为 (𝜇𝑛)𝑛⩾0。假设存在一个满足假设 2.1的序列 ( ̃𝜇𝑛)𝑛⩾0，使得 𝜇𝑛 ≍ ̃𝜇𝑛。则对于 𝕊𝑑

上有界非零的黎曼可积函数 𝜌，有：

𝜆𝑖(𝑘; 𝕊𝑑 , 𝜌2 d𝜎) ≍ 𝜆𝑖(𝑘; 𝕊𝑑 , d𝜎). （2.22）

作为本章的主要技术贡献，该定理是Widom [85]中结果的一个非平凡推广，将

其从环面适配到了球面。本章遵循Widom [85]的基本思想，通过首先证明主要引理

（引理 2.5）来建立该定理，但由于特征系统差异巨大，Widom [85]的方法不再适用。

为了证明主要引理，本章利用了球面上精细的调和分析，结合 Cesàro求和技术和

特征值的左外推，这需要假设 2.1中微妙的条件。

定理 2.3表明，内积核关于一般测度的特征值衰减速率与该核关于均匀测度的

特征值衰减速率相同。结合第 2.2.2小节中的结果，这提供了一种确定一般域上核

特征值衰减速率的新方法。可以首先将核变换为关于某种测度的球面内积核；然

后利用定理 2.3表明，若考虑球面上均匀测度，所得内积核的衰减率保持不变；最

后通过分析工具确定内积核在整个球面上的衰减率，因为可以解析地计算核函数

的球谐函数展开式。这种方法能够确定一般域上多层神经网络对应的神经切线核

的特征值衰减速率。

在本节中，对于紧自伴算子 𝐴和 𝜖 > 0，记𝑁±(𝜖, 𝐴)为 𝐴严格大于（小于）𝜖
（−𝜖）的特征值的个数。由于 𝐴为紧自伴算子，其非零特征值仅有有限个正值和有
限个负值，因此𝑁±(𝜖, 𝐴)总是有限的。对于集合 𝛺，记 𝑃𝛺 为示性函数（indicator

function）𝟏𝛺 的乘法算子。

2.3.1 球谐函数

首先，介绍球谐函数及后续将用到的一些性质。更多细节可参考 Dai et al. [29]。

设 𝜎为 𝕊𝑑 上的勒贝格测度，𝐿2(𝕊𝑑)为配备了如下内积的（实）希尔伯特空间：

⟨𝑓 , 𝑔⟩𝐿2(𝕊𝑑 ) = 1
𝜔𝑑 ∫𝕊𝑑

𝑓𝑔 d𝜎.

根据球谐函数理论，拉普拉斯-贝尔特拉米（Laplace-Beltrami）算子 𝛥𝕊𝑑（即球面

拉普拉斯算子）的特征系统给出了如下的正交直和分解：𝐿2(𝕊𝑑) = ⨁∞
𝑛=0 ℋ𝑑

𝑛 (𝕊𝑑)，
其中ℋ𝑑

𝑛 (𝕊𝑑)是 𝑑 + 1元 𝑛次齐次调和多项式在 𝕊𝑑 上的限制，且ℋ𝑑
𝑛 (𝕊𝑑)中的每个

元素都是 𝛥𝕊𝑑 的特征函数，对应的特征值为 −𝑛(𝑛 + 𝑑 − 1)。这给出了 𝐿2(𝕊𝑑)的一
组标准正交基：

{𝑌𝑛,𝑙, 𝑙 = 1, ⋯ , 𝑎𝑛, 𝑛 = 1, 2, ⋯ } ,
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其中 𝑎𝑛 = (𝑛+𝑑
𝑛 ) − (𝑛−2+𝑑

𝑛−2 ) ≍ 𝑛𝑑−1是空间ℋ𝑑
𝑛 (𝕊𝑑)的维数，𝑌𝑛,𝑙 ∈ ℋ𝑑

𝑛 (𝕊𝑑)。注意到：

∑
𝑛⩽𝑁

𝑎𝑛 = 𝐶𝑁
𝑁+𝑑 + 𝐶𝑁−1

𝑁−1+𝑑 ≍ 𝑁𝑑 . （2.23）

此外，求和项

𝑍𝑛(𝒙, 𝒚) =
𝑎𝑛

∑
𝑙=1

𝑌𝑛,𝑙(𝒙)𝑌𝑛,𝑙(𝒚) （2.24）

不依赖于标准正交基 𝑌𝑛,𝑙 的选取，𝑍𝑛被称为带球多项式（Zonal Polynomials）。当

𝑑 ⩾ 2时，有：

𝑍𝑛(𝒙, 𝒚) = 𝑛 + 𝜆
𝜆 𝐶𝜆

𝑛 (𝑢), 𝑢 = ⟨𝒙, 𝒚⟩, 𝜆 = 𝑑 − 1
2 , （2.25）

其中 𝐶𝜆
𝑛 为盖根堡（Gegenbauer）多项式。

球谐函数的一个关键性质是如下的 Funk-Hecke公式，见 Dai et al. [29]的定理

1.2.9。

命题 2.5 (Funk-Hecke 公式)： 设 𝑑 ⩾ 3，𝑓 为可积函数且满足 ∫1
−1 |𝑓 (𝑡)|(1 −

𝑡2)𝑑/2−1 d𝑡 < ∞。则对于任意 𝑌𝑛 ∈ ℋ𝑑
𝑛 (𝕊𝑑)，有

1
𝜔𝑑 ∫𝕊𝑑

𝑓(⟨𝒙, 𝒚⟩)𝑌𝑛(𝒚) d𝜎(𝒚) = 𝜇𝑛(𝑓 )𝑌𝑛(𝒙), ∀𝒙 ∈ 𝕊𝑑 , （2.26）

其中常数 𝜇𝑛(𝑓 )定义为 𝜇𝑛(𝑓 ) = 𝜔𝑑 ∫1
−1 𝑓(𝑡) 𝐶𝜆

𝑛 (𝑡)
𝐶𝜆

𝑛 (1)(1 − 𝑡2)
𝑑−2

2 d𝑡。
还需要以下关于带球多项式 Cesàro和的定理。关于 Cesàro和以及系数 𝐴𝑑

𝑛−𝑘
的定义可参见第 2.3.3小节。

命题 2.6： 设

𝐾𝑛 = 1
𝐴𝑑

𝑛

𝑛

∑
𝑘=0

𝐴𝑑
𝑛−𝑘

𝑘 + 𝜆
𝜆 𝐶𝜆

𝑘 (𝑢), （2.27）

为 𝑘+𝜆
𝜆 𝐶𝜆

𝑘 的 𝑑-阶 Cesàro和。则存在正常数 𝐶，使得对于所有 𝑛 ⩾ 1，有

0 ⩽ 𝐾𝑛(𝑢) ⩽ 𝐶𝑛−1(1 − 𝑢 + 𝑛−2)−(𝜆+1). （2.28）

证明 参见 Dai et al. [29]的定理 2.4.3和引理 2.4.6。

2.3.2 球面上的内积核

对比 (2.26)与积分算子的定义 (2.13)，Funk-Hecke公式表明 𝑌𝑛 是球面上任意

内积核 𝑘(𝒙, 𝒚) = 𝑓(⟨𝒙, 𝒚⟩)的特征函数。因此，任意的内积核 𝑘(𝒙, 𝒚)总是有如下的
Mercer分解和谱分解：

𝑘(𝒙, 𝒚) =
∞

∑
𝑛=0

𝜇𝑛

𝑎𝑛

∑
𝑙=1

𝑌𝑛,𝑙(𝒙)𝑌𝑛,𝑙(𝒚), 𝑇 =
∞

∑
𝑛=0

𝜇𝑛

𝑎𝑛

∑
𝑙=1

𝑌𝑛,𝑙 ⊗ 𝑌𝑛,𝑙. （2.29）
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在此需要注意，𝜇𝑛 是重数为 𝑎𝑛 的特征值，不应将其与计入重数的特征值 𝜆𝑖 混淆。

鉴于 (2.29)，可以将内积核及其对应的积分算子与序列 (𝜇𝑛)𝑛⩾0联系起来。

注 2.4： 可以将 (2.29)与环面上的平移不变核的傅里叶展开式进行对比。容易证

明，对于平移不变核，即 𝑘(𝑥, 𝑥′) = 𝑔(𝑥 − 𝑥′)，在环面的均匀测度下，其Mercer分

解为

𝑘(𝑥, 𝑥′) = ∑
𝒏∈ℤ𝑑

𝜆𝒏e𝑖⟨𝒏,𝑥⟩e−𝑖⟨𝒏,𝑥′⟩.

此外，由于每个 𝜇𝑛的重数为 𝑎𝑛，由 (2.23)可得

𝑁+(𝜖, 𝑇 ) = ∑
𝑛⩽𝑁(𝜖)

𝑎𝑛 ≍ 𝑁(𝜖)𝑑 , （2.30）

其中 𝑁(𝜖) = max{𝑛 ∶ 𝜇𝑛 > 𝜖}定义同假设 2.1(a)。这给出了渐近速率 𝜆𝑖 与 𝜇𝑛 之间

的简单关系。

命题 2.7： 假设 𝑇 由 (2.29) 给定，且对于某 𝛽 > 𝑑，有 𝜇𝑛 ≍ 𝑛−𝛽。则有：(a)

𝑁+(𝜖, 𝑇 ) ≍ 𝜖−𝑑/𝛽；(b) 𝜆𝑖(𝑇 ) ≍ 𝑖−𝛽/𝑑；(c)设 𝐴为满足𝑁+(𝜖, 𝐴) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )的自伴紧
正算子，则 𝜆𝑖(𝐴) ≍ 𝑖−𝛽/𝑑。

证明 对于 (a)，由于 𝑑 是固定的，有

∑
𝑛⩽𝑁

𝑎𝑛 = 𝐶𝑁
𝑁+𝑑 + 𝐶𝑁−1

𝑁−1+𝑑 ≍ 𝑁𝑑 .

假设对于 𝐶1, 𝐶2 > 0，有 𝐶1𝑛−𝛽 ⩽ 𝜇𝑛 ⩽ 𝐶2𝑛−𝛽。那么，

𝑁+(𝜖, 𝑇 ) = # {𝑖 ∣ 𝜆𝑖 > 𝜖} = ∑𝑛∶𝜇𝑛>𝜖
𝑎𝑛 ⩽ ∑

𝑛∶𝐶2𝑛−𝛽>𝜖
𝑎𝑛 = ∑

𝑛⩽𝐶1/𝛽
2 𝜖−1/𝛽

𝑎𝑛 ≲ 𝜖− 𝑑
𝛽 ,

并且

𝑁+(𝜖, 𝑇 ) = ∑𝑛∶𝜇𝑛>𝜖
𝑎𝑛 ⩾ ∑

𝑛∶𝐶1𝑛−𝛽>𝜖
𝑎𝑛 = ∑

𝑛⩽𝐶1/𝛽
1 𝜖−1/𝛽

𝑎𝑛 ≳ ̃𝐶1𝜖− 𝑑
𝛽 .

由于 (b)是 (c)的特例，只需证明 (c)。设 {𝜆𝑖}为 𝐴的降序排列的特征值集合。
取 𝜖 = 𝜆𝑖，得到

𝑖 ⩾ 𝑁+(𝜆𝑖, 𝐴) ≳ 𝑁+(𝜆𝑖, 𝑇 ) ≳ 𝜆−𝑑/𝛽
𝑖 ,

因此 𝜆𝑖 ≲ 𝑖−𝛽/𝑑。另一方面，对于某个较小的 𝛿 > 0，取 𝜖 = (1 − 𝛿)𝜆𝑖 < 𝜆𝑖，得到

𝑖 ⩽ 𝑁+((1 − 𝛿)𝜆𝑖, 𝐴) ≲ 𝑁+((1 − 𝛿)𝜆𝑖, 𝑇 ) ≲ 𝜆−𝑑/𝛽
𝑖 ,

因此 𝜆𝑖 ≳ 𝑖−𝛽/𝑑，证明完毕。

命题 2.8： 序列 𝜇𝑛 = 𝑐0(𝑛 + 1)−𝛽（其中 𝛽 > 𝑑）满足假设 2.1。

证明 首先，条件 (a)成立，因为由命题 2.7可知 𝛹(𝛿) ≍ 𝛿−𝑑/𝛽。现在，令𝑁 = min{𝑛 ∶
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𝜇𝑛 ⩽ 𝛿} ≍ 𝛿−1/𝛽，条件 (b)可由下式推得：

∑
𝑛∶𝜇𝑛⩽𝛿

𝑎𝑛𝜇2
𝑛 ⩽ 𝐶 ∑

𝑛⩾𝑁
𝑎𝑛𝜇2

𝑛 ⩽ 𝐶 ∑
𝑛⩾𝑁

𝑛𝑑−1𝑛−2𝛽 ⩽ 𝐶𝑁𝑑−2𝛽 ⩽ 𝐶𝛿2𝑁𝑑 ⩽ 𝐶𝛿2𝛹(𝛿).

最后，对于条件 (c)，命题 2.11表明 0 < △𝑝𝜇𝑛 ⩽ 𝑐0(𝛽)𝑝(𝑛 + 1)−(𝛽+𝑝)，因此

𝑑

∑
𝑙=0 (

𝑛 + 𝑙
𝑛 )△𝑙𝜇𝑛 ⩽ 𝑐0

𝑑

∑
𝑙=0

(𝑛 + 1)𝑙
𝑙! (𝛽)𝑙(𝑛 + 1)−(𝛽+𝑙)

⩽ 𝑐0

𝑑

∑
𝑙=0

(𝛽)𝑙(𝑛 + 1)𝑙
(𝑛 + 1)𝑙𝑙!

(𝑛 + 1)−𝛽 ⩽ 𝐶(𝑛 + 1)−𝛽 .

2.3.3 Cesàro求和

在分析内积核时，需要使用 Cesàro求和，相关内容也可参考 Dai et al. [29]的第

A.4节。

定义 2.1： 设 𝑝 ⩾ 0。序列 𝑎𝑘的 𝑝-阶 Cesàro和 𝑠𝑛定义为

𝑠𝑝
𝑛 = 1

𝐴𝑝
𝑛

𝑛

∑
𝑘=0

𝐴𝑝
𝑛−𝑘𝑎𝑘, 𝐴𝑝

𝑘 ≔ (
𝑘 + 𝑝

𝑘 ). （2.31）

注 2.5： 根据定义，有
𝑛

∑
𝑘=0

𝐴𝑝
𝑛−𝑘 =

𝑛

∑
𝑘=0

𝐴𝑝
𝑘 =

𝑛

∑
𝑘=0 (

𝑘 + 𝑝
𝑘 ) = (

𝑛 + 𝑝 + 1
𝑛 ) = 𝐴𝑝+1

𝑛 .

如果 𝑝 = 0，则 𝐴𝑝
𝑘 = 1，此时 𝑠0

𝑛 = ∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘为普通和。

如果 𝑝 = 1，则 𝐴𝑝
𝑘 = 𝑘 + 1，此时

𝑠1
𝑛 = 1

𝑛 + 1

𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑎𝑘 = 1
𝑛 + 1

𝑛

∑
𝑘=0

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑟=0

𝑎𝑘
⎞
⎟
⎟
⎠

为前缀和的平均值。

定义 2.2 (差分)： 设 𝒂 = (𝑎𝑘)𝑘⩾0为一序列。定义序列上的差分算子如下：

(△0𝒂)𝑘
= 𝑎𝑘, (△𝒂)𝑘 = 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1, △𝑝+1𝒂 = △(△𝑝𝒂). （2.32）

常记 (△𝑝𝒂)𝑘 = △𝑝𝑎𝑘。易证△𝑝𝑎𝑘 = ∑𝑝
𝑟=0 (𝑝

𝑟)(−1)𝑟𝑎𝑘+𝑟。

定义 2.3 (尾和)： 设 𝒂 = (𝑎𝑘)𝑘⩾0为一序列。假设以下所有求和均绝对收敛，定义

序列上的尾和算子如下：

(𝑆0𝒂)𝑘 = 𝑎𝑘, (𝑆𝒂)𝑘 = ∑
𝑟⩾𝑘

𝑎𝑟, 𝑆𝑝+1𝒂 = 𝑆(𝑆𝑝𝒂). （2.33）

常记 (𝑆𝑝𝒂)𝑘 = 𝑆𝑝𝑎𝑘。
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以下命题给出了尾和与差分之间的基本关系。

命题 2.9： 有如下结果：(a) 𝑆𝑝𝑎𝑛 = ∑∞
𝑘=0 𝐴𝑝−1

𝑘 𝑎𝑛+𝑘；(b) 𝑆△𝑎𝑛 = △𝑆𝑎𝑛 = 𝑎𝑛；(c)

于是，∑∞
𝑘=0 𝐴𝑝

𝑘△𝑝+1𝑎𝑛+𝑘 = (𝑆𝑝+1△𝑝+1𝑎)𝑛 = 𝑎𝑛。

证明 对于 (a)，计算

𝑆𝑝𝑎𝑛 = ∑
𝑖1⩾𝑛

∑
𝑖2⩾𝑖1

⋯ ∑
𝑖𝑝⩾𝑖𝑝−1

𝑎𝑖𝑝 = ∑
𝑖𝑝⩾𝑛

∑
𝑛⩽𝑖1⩽𝑖2⋯⩽𝑖𝑝−1⩽𝑖𝑝

𝑎𝑖𝑝 = ∑
𝑖𝑝⩾𝑛 (

𝑖𝑝 − 𝑛 + 𝑝 − 1
𝑝 − 1 )𝑎𝑖𝑝 =

∞

∑
𝑘=0

𝐴𝑝−1
𝑘 𝑎𝑛+𝑘.

对于 (b)，类似地，有

(𝑆△𝒂)𝑛 = ∑
𝑘⩾𝑛

△𝑎𝑘 = ∑
𝑘⩾𝑛

(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1) = 𝑎𝑛,

(△𝑆𝒂)𝑛 = 𝑆𝑎𝑛 − 𝑆𝑎𝑛+1 = ∑
𝑘⩾𝑛

𝑎𝑘 − ∑
𝑘⩾𝑛+1

𝑎𝑘 = 𝑎𝑛.

有如下的分部求和公式，另见 Dai et al. [29](A.4.8)。

命题 2.10 (分部求和)： 设 𝑎𝑘, 𝑏𝑘为两个序列，𝑝 ∈ ℕ。则
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘 =
∞

∑
𝑘=0

△𝑝+1𝑏𝑘

𝑘

∑
𝑗=0

𝐴𝑝
𝑘−𝑗𝑎𝑗 =

∞

∑
𝑘=0

△𝑝+1𝑏𝑘𝐴𝑝
𝑘𝑠𝑝

𝑘,

其中 𝑠𝑝
𝑘是 𝑎𝑘的 𝑝-Cesàro均值。
对于函数 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ，可以类似地定义 △𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 1) 以及

△𝑝+1𝑓(𝑥) = △𝑝𝑓(𝑥) − △𝑝𝑓(𝑥 + 1)。以下基本引理建立了函数差分与导数之间的
联系。

引理 2.3： 设 𝑝 ∈ ℕ。假设 𝑓 ∈ 𝐶𝑝([𝑎, 𝑎 + 𝑝])，则

△𝑝𝑓(𝑎) = (−1)𝑝
∫[0,1]𝑝

𝑓 (𝑝)(𝑎 + 𝑡1 + ⋯ + 𝑡𝑝) d𝑡1 ⋯ d𝑡𝑝. （2.34）

证明 用归纳法证明。当 𝑝 = 1时，

△𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎 + 1) = − ∫[0,1]
𝑓 ′(𝑎 + 𝑡1) d𝑡1.

假设 (2.34)对 𝑝成立。则

△𝑝+1𝑓(𝑎) = △𝑝𝑓(𝑎) − △𝑝𝑓(𝑎 + 1)

= (−1)𝑝
[∫[0,1]𝑝

𝑓 (𝑝)(𝑎 +
𝑝

∑
𝑖=1

𝑡𝑖) d𝑡1 ⋯ d𝑡𝑝 − ∫[0,1]𝑝
𝑓 (𝑝)(𝑎 + 1 +

𝑝

∑
𝑖=1

𝑡𝑖) d𝑡1 ⋯ d𝑡𝑝]

= (−1)𝑝
∫[0,1]𝑝 [

𝑓 (𝑝)(𝑎 +
𝑝

∑
𝑖=1

𝑡𝑖) − 𝑓 (𝑝)(𝑎 + 1 +
𝑝

∑
𝑖=1

𝑡𝑖)]
d𝑡1 ⋯ d𝑡𝑝
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= (−1)𝑝+1
∫[0,1]𝑝 [∫[0,1]

𝑓 (𝑝+1)(𝑎 +
𝑝

∑
𝑖=1

𝑡𝑖 + 𝑡𝑝+1) d𝑡𝑝+1]
d𝑡1 ⋯ d𝑡𝑝

= (−1)𝑝+1
∫[0,1]𝑝+1

𝑓 (𝑝+1)(𝑎 +
𝑝+1

∑
𝑖=1

𝑡𝑖) d𝑡1 ⋯ d𝑡𝑝+1,

因此 (2.34)对 𝑝 + 1成立。
命题 2.11： 假设 𝜇𝑘 = 𝑐0(𝑘 + 1)−𝛽 , 𝑘 ⩾ 0。令 (𝛽)𝑝 ≔ 𝛽(𝛽 + 1) ⋯ (𝛽 + 𝑝 − 1)，则

0 < △𝑝𝜇𝑘 ⩽ 𝑐0(𝛽)𝑝(𝑘 + 1)−(𝛽+𝑝).

证明 应用前一个引理，取 𝑓(𝑥) = 𝑐(𝑥 + 1)−𝛽 以及 𝑓 (𝑝)(𝑥) = (−1)𝑝𝑐0(𝛽)𝑝(𝑥 + 1)−(𝛽+𝑝)。

引理 2.4： 设 𝝁 = (𝜇𝑘)𝑘⩾0为一序列，使得对于某个 𝑝 ⩾ 0，有△𝑝𝜇𝑘 ⩾ 0, ∀𝑘 ⩾ 0。
给定𝑁 ⩾ 0，可以构造一个左外推序列 ( ̃𝜇𝑘)𝑘⩾0使得：

• 当 𝑘 ⩾ 𝑁 时 ̃𝜇𝑘 = 𝜇𝑘，当 𝑘 < 𝑁 时 ̃𝜇𝑘 ⩽ 𝜇𝑘；

• 对于所有 𝑘 ⩾ 0，有△𝑝 ̃𝜇𝑘 ⩾ 0；
• 令 ̄𝜇𝑘 = 𝜇𝑘 − ̃𝜇𝑘为残差序列，则对于所有 𝑘 ⩾ 0，有△𝑝 ̄𝜇𝑘 ⩾ 0；
• 首项满足

̃𝜇0 = ℒ𝑝
𝑁𝝁 ≔

𝑝−1

∑
𝑙=0

𝐴𝑙
𝑁△𝑙𝜇𝑁 .

注：ℒ𝑝
𝑁 的形式与假设 2.1中的 (2.21)的左端项相同。

证明 通过其 𝑝-阶差分递归地定义 ̃𝜇𝑘。令△𝑝 ̃𝜇𝑘 = 0 (𝑘 < 𝑁)以及△𝑝 ̃𝜇𝑘 = △𝑝𝜇𝑘

(𝑘 ⩾ 𝑁)。然后，通过迭代求和即可得出 (1)、(2)以及递归公式：

△𝑝−𝑠 ̃𝜇𝑁−𝑟 =
𝑠−1

∑
𝑙=0

𝐴𝑙
𝑟△

𝑝−𝑠+𝑙𝜇𝑁 , 𝑠 = 1, ⋯ , 𝑝, 𝑟 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1,

这给出了 (4)。最后一个陈述 (3)源于△𝑝 ̄𝜇𝑘 = △𝑝𝜇𝑘 − △𝑝 ̃𝜇𝑘 ⩾ 0这一事实。

2.3.4 主要引理

本章关键结果——定理 2.3的证明思路沿用了Widom [85]的路线：首先建立下

面的关键引理（引理 2.5），然后利用球面上区域的分解来证明定理 2.3。

这里的主要技术贡献在于引理 2.5的证明，它是Widom [85]中主要引理的球面

版本。由于现在的特征系统由球谐函数给出，Widom [85]中的方法不再适用。本章

中的证明需要对球谐函数进行更精细的分析，并结合了 Cesàro求和技术以及特征

值的左外推（Left Extrapolation）。先来看该引理的陈述。

引理 2.5： 设 𝑇 由 (2.29)给定，其降序特征值为 𝝁 = (𝜇𝑛)𝑛⩾0。进一步假设 (𝜇𝑛)𝑛⩾0
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满足假设 2.1。设𝛺1, 𝛺2为两个具有分段光滑边界的不交区域。则当 𝜖 → 0时，有

𝑁±(𝜖, 𝑃𝛺1𝑇 𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇 𝑃𝛺1) = 𝑜(𝑁+(𝜖, 𝑇 )). （2.35）

证明 设 𝛿 > 𝜖 > 0，其中 𝛿 稍后确定。取𝑀𝛿 = min{𝑛 ∶ 𝜇𝑛 ⩽ 𝛿} ⩽ 𝑀𝜖 = min{𝑛 ∶
𝜇𝑛 ⩽ 𝜖}。利用引理 2.4（取 𝑝 = 𝑑 + 1并结合假设 2.1），首先构造序列 𝝁(1) 作为 𝝁
在 𝑞𝑀𝜖处的左外推；然后构造序列 𝝁(2)作为残差序列 𝝁 − 𝝁(1)在 𝑞𝑀𝛿处的左外推；

并记 𝝁(3) = 𝝁 − 𝝁(1) − 𝝁(2)，其中 𝑞为假设 2.1中指定的整数。这三个序列满足：

𝜇𝑛 = 𝜇(1)
𝑛 + 𝜇(2)

𝑛 + 𝜇(3)
𝑛 , △𝑑+1𝜇(𝑖)

𝑛 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, 3;

𝜇(1)
0 = ℒ𝑑+1

𝑞𝑀𝜖
𝝁 ⩽ 𝐷𝜇𝑀𝜖 ⩽ 𝐷𝜖;

𝜇(2)
𝑛 = 0, ∀𝑛 ⩾ 𝑞𝑀𝜖, 𝜇(2)

0 = ℒ𝑑+1
𝑞𝑀𝛿

(𝝁 − 𝝁(1)) ⩽ ℒ𝑑+1
𝑞𝑀𝛿

𝝁 ⩽ 𝐷𝛿;

𝜇(3)
𝑛 = 0, ∀𝑛 ⩾ 𝑞𝑀𝛿,

（2.36）

其中控制项 ℒ𝑑+1
𝑞𝑀𝛿

𝝁 ⩽ 𝐶𝜇𝑀 来自 (2.21)。现在，定义 𝑇𝑖 为与 𝝁(𝑖) 关联的积分算子，

即 𝑇𝑖 = ∑∞
𝑛=0 𝜇(𝑖)

𝑛 ∑𝑎𝑛
𝑙=1 𝑌𝑛,𝑙 ⊗ 𝑌𝑛,𝑙。令 𝑁+

𝑖 (𝜖)为算子 𝑃𝛺1𝑇𝑖𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇𝑖𝑃𝛺1 大于 𝜖的
特征值个数。由引理 2.6有：

𝑁+((2𝐷 + 1)𝜖, 𝑃𝛺1𝑇 𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇 𝑃𝛺1) ⩽ 𝑁+
1 (2𝐷𝜖) + 𝑁+

2 (𝜖) + 𝑁+
3 (0). （2.37）

对于𝑁+
1 (2𝐷𝜖)，注意到 ‖𝑻1‖ ⩽ 𝐷𝜖，因此

‖𝑃𝛺1𝑇1𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇1𝑃𝛺1‖ ⩽ 2𝐷𝜖,

这意味着：

𝑁+
1 (2𝐷𝜖) = 0. （2.38）

对于𝑁+
3 (0)，由于 𝜇(3)

𝑛 ≠ 0仅当 𝑛 < 𝑞𝑀𝛿 时成立，所以

𝑁+
3 (0) ⩽ 2Rank(𝑇3) ⩽ 2 ∑

𝑛<𝑞𝑀𝛿

𝑎𝑛 ⩽ 2𝐶𝑞𝑑
∑

𝑛<𝑀𝛿

𝑎𝑛 = 2𝐶𝑁+(𝛿, 𝑇 ), （2.39）

其中第三个不等式使用了 (2.23)，且∑𝑛<𝑀𝛿
𝑎𝑛 = 𝑁+(𝛿, 𝑇 )（注意 𝜇𝑛的重数为 𝑎𝑛）。

剩下的任务是估计𝑁+
2 (𝜖)。首先，根据 HS-范数（Hilbert-Schmidt norm）的定

义及 Simon [86]的定理 3.8.5，有：

𝜖2𝑁+
2 (𝜖) ⩽ ‖𝑃𝛺1𝑇2𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇2𝑃𝛺1‖2

HS

= 2 ∫𝛺1
∫𝛺2 |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝒙, 𝒚)

|

2

d𝒚 d𝒙

≕ 2𝐼.

（2.40）

固定 𝛺2的一个内点 𝒆，引入一个等距变换 𝑅𝒆,𝒙使得 𝑅𝒆,𝒙𝒆 = 𝒙。如果 𝒆, 𝒙不平行，
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可取其为由 𝒆, 𝒙张成平面上的旋转；若 𝒙 = 𝒆则取恒等映射；若 𝒙 = −𝒆则取反射。
由于 𝑅𝒆,𝒙是等距的且 𝑍𝑛(𝒙, 𝒚)仅依赖于 ⟨𝒙, 𝒚⟩，有：

𝐼 = ∫𝛺1
∫𝛺2 |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝒙, 𝒚)

|

2

d𝒚 d𝒙 = ∫𝛺1
∫𝛺2 |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝑅−1

𝒆,𝒙𝒙, 𝑅−1
𝒆,𝒙𝒚)

|

2

d𝒚 d𝒙

= ∫𝛺1
∫𝛺2 |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝑅−1

𝒆,𝒙𝒚)
|

2

d𝒚 d𝒙 = ∫𝛺1
∫𝑅−1

𝒆,𝒙𝛺2 |∑𝑛
𝜇(2)

𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)
|

2

d𝒚 d𝒙

= ∬𝕊𝑑×𝕊𝑑
𝟏 {𝒙 ∈ 𝛺1, 𝒚 ∈ 𝑅−1

𝒆,𝒙𝛺2} |∑𝑛
𝜇(2)

𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)
|

2

d𝒙 d𝒚

= ∫𝕊𝑑 (∫𝕊𝑑
𝟏 {𝒙 ∈ 𝛺1, 𝑅𝒆,𝒙𝒚 ∈ 𝛺2} d𝒙) |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)

|

2

d𝒚

= ∫𝕊𝑑
|{𝒙 ∈ 𝛺1 ∶ 𝑅𝒆,𝒙𝒚 ∈ 𝛺2}| |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)

|

2

d𝒚

⩽ 𝐶 ∫𝕊𝑑
arccos⟨𝒚, 𝒆⟩

|∑𝑛
𝜇(2)

𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)
|

2

d𝒚,

其中最后一个不等式来自命题 2.14。令 𝜂 > 0（稍后确定），将最后的积分分解为
两部分：

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 = (∫⟨𝒚,𝒆⟩>1−𝜂
+ ∫⟨𝒚,𝒆⟩<1−𝜂) arccos⟨𝒚, 𝒆⟩

|∑𝑛
𝜇(2)

𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)
|

2

d𝒚.

对于 𝐼1，使用估计 arccos 𝑢 ⩽ 𝐶√1 − 𝑢，得到：

𝐼1 ⩽ ∫⟨𝒚,𝒆⟩>1−𝜂
𝐶𝜂

1
2

|∑𝑛
𝜇(2)

𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)
|

2

d𝒚 ⩽ 𝐶𝜂
1
2 ∫𝕊𝑑 |∑𝑛

𝜇(2)
𝑛 𝑍𝑛(𝒆, 𝒚)

|

2

d𝒚

= 𝐶𝜂
1
2 ∑𝑛

𝑎𝑛(𝜇(2)
𝑛 )2 ⩽ 𝐶𝜂

1
2 ∑

𝑛<𝑞𝑀𝜖

𝑎𝑛(𝜇(2)
0 )2

⩽ 𝐶𝜂
1
2 𝑞𝑑

∑
𝑛<𝑀𝜖

𝑎𝑛(𝜇(2)
0 )2 ⩽ 𝐶𝜂

1
2 𝑁+(𝜖, 𝑇 )𝛿2, （2.41）

其中在推导中多次使用了 (2.36)和 (2.23)。

对于 𝐼2，回顾 (2.25)并记 𝑢 = ⟨𝒚, 𝒆⟩，有

𝐼2 = ∫
1−𝜂

−1 |∑𝑛
𝜇(2)

𝑛
𝑛 + 𝜆

𝜆 𝐶𝜆
𝑛 (𝑢)

|

2

(1 − 𝑢2)
𝑑−2

2 arccos 𝑢 d𝑢,

其中 𝜆 = 𝑑−1
2 。利用分部求和（命题 2.10），可得

∑𝑛
𝜇(2)

𝑛
𝑛 + 𝜆

𝜆 𝐶𝜆
𝑛 (𝑢) = ∑𝑛

△𝑑+1𝜇(2)
𝑛 𝐴𝑑

𝑛 𝐾𝑛(𝑢),
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其中 𝐾𝑛 是 (2.27)中定义的 𝐶𝜆
𝑘 (𝑢)的 𝑑-阶 Cesàro和。此外，由命题 2.6中的 (2.28)

可得：

|∑𝑛
𝜇(2)

𝑛
𝑛 + 𝜆

𝜆 𝐶𝜆
𝑛 (𝑢)

|
= ∑𝑛

△𝑑+1𝜇(2)
𝑛 𝐴𝑑

𝑛 𝐾𝑛(𝑢) ⩽ 𝐶(1 − 𝑢)−(𝜆+1)
∑𝑛

𝐴𝑑
𝑛 △𝑑+1𝜇(2)

𝑛

= 𝐶(1 − 𝑢)−(𝜆+1)𝜇(2)
0 ⩽ 𝐶(1 − 𝑢)−(𝜆+1)𝛿,

其中倒数第二个等式来自命题 2.9。将此估计代回 𝐼2，得到：

𝐼2 ⩽ 𝐶𝛿2
∫

1−𝜂

−1
(1 − 𝑢)−2(𝜆+1) (1 − 𝑢2)

𝑑−2
2 (1 − 𝑢)1/2 d𝑢 ⩽ 𝐶𝛿2𝜂− 𝑑−1

2 . （2.42）

结合估计 (2.41)和 (2.42)。取 𝜂 = 𝑁+(𝛿, 𝑇 )− 2
𝑑，有

𝐼 ⩽ 𝐼1 + 𝐼2 ⩽ 𝐶𝛿2𝑁+(𝜖, 𝑇 )
𝑑−1

𝑑 ,

因此由 (2.40)可得：

𝑁+
2 (𝜖) ⩽ 𝐶 (

𝛿
𝜖 )

2
𝑁+(𝜖, 𝑇 )

𝑑−1
𝑑 . （2.43）

最后，将 (2.38),(2.43)和 (2.39)代入 (2.37)，得到：

𝑁+((2𝐷 + 1)𝜖, 𝑃𝛺1𝑇 𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇 𝑃𝛺1) ⩽ 2𝑁+(𝛿, 𝑇 ) + 𝐶 (
𝛿
𝜖 )

2
𝑁+(𝜖, 𝑇 )

𝑑−1
𝑑 .

现在，(2.30)能够推导出关于𝑁+(𝜖, 𝑇 )的类似于假设 2.1(a)的性质。因此，取 𝛿 =
𝜖𝑁+(𝜖, 𝑇 )

1
4𝑑 使得 𝜖 = 𝑜(𝛿)，有𝑁+(𝛿, 𝑇 ) = 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 ))，从而

𝑁+((2𝐷 + 1)𝜖, 𝑃𝛺1𝑇 𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇 𝑃𝛺1) ⩽ 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 )) + 𝐶𝑁+(𝜖, 𝑇 )
2𝑑−1

2𝑑 = 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 )) .

由于 𝐷是固定常数且𝑁+(𝜖/(2𝐷 + 1), 𝑇 ) = 𝛩(𝑁+(𝜖, 𝑇 ))，用 𝜖/(2𝐷 + 1)替换 𝜖即得
证。对于𝑁−(𝜖, 𝑃𝛺1𝑇 𝑃𝛺2 + 𝑃𝛺2𝑇 𝑃𝛺1)的情况，证明类似。

如下是一个辅助引理，用于估计多个算子之和的特征值个数。

引理 2.6： 令 𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑘为自伴紧算子。设 𝜀 = ∑𝑘
𝑖=1 𝜀𝑖。记 𝑁±(𝜀, 𝑇 )为算子 𝑇 中

严格大于（小于）𝜀（−𝜀）的特征值个数。则有

𝑁±(𝜀,
𝑘

∑
𝑖=1

𝐴𝑖) ⩽
𝑘

∑
𝑖=1

𝑁±(𝜀𝑖, 𝐴𝑖), （2.44）

证明 见Widom [85]的引理 5。

2.3.5 定理 2.3的证明

以下是引理 2.1的一个直接推论。在此列出是因为后续将频繁使用。

推论 2.2： 假设 𝛺1 ⊆ 𝛺2。则𝑁+(𝜖, 𝑃𝛺1𝑇 𝑃𝛺1) ⩽ 𝑁+(𝜖, 𝑃𝛺2𝑇 𝑃𝛺2)。
首先证明以下关于将区域分割为等距子域的引理，这将在后续证明中递归使
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用。

引理 2.7： 设 𝑇 与引理 2.5中相同。设 𝑆 ⊆ 𝕊𝑑，假设当 𝜖 → 0时𝑁+(𝜖, 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆) ≍
𝑁+(𝜖, 𝑇 )。进一步假设 𝛺 ⊆ 𝕊𝑑 是具有分段光滑边界的子区域，且存在 𝛺的 𝑚个
等距副本 𝛺1, ⋯ , 𝛺𝑚，使得它们的不交并（相差一个零测集）即为 𝑆。那么，存在
常数 𝑐 > 0，使得对于较小的 𝜖，有

𝑐𝑁+(𝜖, 𝑇 ) ⩽ 𝑁+(𝜖, 𝑃𝛺𝑇 𝑃𝛺) ⩽ 𝑁+(𝜖, 𝑇 ). （2.45）

证明 上界由推论 2.2直接得出。现在考虑下界。由于 𝛺1, ⋯ , 𝛺𝑚 构成了 𝑆 的一个
不交覆盖，有：

𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆 = (
𝑚

∑
𝑖=1

𝑃𝛺𝑖)𝑇 (
𝑚

∑
𝑗=1

𝑃𝛺𝑗 ) = ∑
𝑖

𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑖 + ∑
𝑖<𝑗

(𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑗 + 𝑃𝛺𝑗 𝑇 𝑃𝛺𝑖) .

利用引理 2.6，可得

𝑁+(2𝜖, 𝑇 ) ⩽ 𝑁+(𝜖, ∑
𝑖

𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑖) + ∑
𝑖<𝑗

𝑁+
(

1
𝐶2

𝑚
𝜖, 𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑗 + 𝑃𝛺𝑗 𝑇 𝑃𝛺𝑖) ,

因此

𝑁+(𝜖, ∑
𝑖

𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑖) ⩾ 𝑁+(2𝜖, 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆) − ∑
𝑖<𝑗

𝑁+
(

1
𝐶2

𝑚
𝜖, 𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑗 + 𝑃𝛺𝑗 𝑇 𝑃𝛺𝑖) .

注意到 𝛺𝑖是不交的且与 𝛺等距，对于左边有：

𝑁+(𝜖, ∑
𝑖

𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑖) = ∑
𝑖

𝑁+(𝜖, 𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑖) = 𝑚𝑁+(𝜖, 𝑃𝛺𝑇 𝑃𝛺).

另一方面，由引理 2.5，

𝑁+
(

1
𝐶2

𝑚
𝜖, 𝑃𝛺𝑖𝑇 𝑃𝛺𝑗 + 𝑃𝛺𝑗 𝑇 𝑃𝛺𝑖) = 𝑜 (𝑁+

(
1

𝐶2
𝑚

𝜖, 𝑇 )) = 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 )) ,

其中注意到由假设 2.1(a)可知对于固定 𝑐 > 0，有𝑁+(𝑐𝜖, 𝑇 ) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。代入这两
个估计并利用𝑁+(𝜖, 𝑇 ) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆)，得到

𝑁+(𝜖, 𝑃𝛺𝑇 𝑃𝛺) ⩾ 1
𝑚𝑁+(2𝜖, 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆) − 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 )) ⩾ 𝑐𝑁+(2𝜖, 𝑇 ) − 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 ))

⩾ 𝑐𝑁+(𝜖, 𝑇 ) − 𝑜 (𝑁+(𝜖, 𝑇 )) ,

从而证得下界。

经过上述准备，可以证明定理 2.3：

定理 2.3的证明 设 𝑇 为与 𝑘关联的积分算子。首先考虑 𝜌 = 𝟏𝑆 为开集 𝑆 的示性
函数且 𝜇𝑛 = ̃𝜇𝑛的情形。由命题 2.2知，只需考虑 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆。由于𝑁+(𝜖, 𝐴)的渐近行
为唯一确定了 𝜆𝑖(𝐴)，只需证明𝑁+(𝜖, 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。
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取命题 2.15中给出的子区域序列 𝑈0, 𝑉0, 𝑈1, 𝑉1, ⋯ ⊆ 𝕊𝑑，并通过归纳法证明

𝑁+(𝜖, 𝑃𝑈𝑖𝑇 𝑃𝑈𝑖) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。初始情况由 𝑈0 = 𝕊𝑑 显然成立。假设 𝑁+(𝜖, 𝑈𝑖) ≍
𝑁+(𝜖, 𝑇 )，由引理 2.7以及 𝑈𝑖 是 𝑉𝑖 的若干等距副本的不交并这一事实，得到

𝑁+(𝜖, 𝑃𝑉𝑖𝑇 𝑃𝑉𝑖) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。此外，由于 𝑉𝑖 ⊆ 𝑈𝑖+1，再次由推论 2.2，有

𝑁+(𝜖, 𝑃𝑉𝑖𝑇 𝑃𝑉𝑖) ⩽ 𝑁+(𝜖, 𝑃𝑈𝑖+1𝑇 𝑃𝑈𝑖+1) ⩽ 𝑁+(𝜖, 𝑇 ),

因此𝑁+(𝜖, 𝑃𝑈𝑖+1𝑇 𝑃𝑈𝑖+1) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。
至此证明了𝑁+(𝜖, 𝑃𝑈𝑖𝑇 𝑃𝑈𝑖) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。由于 𝑆 是开集且 diam 𝑈𝑖 → 0，总能

找到某个 𝑈𝑖 ⊆ 𝑆，因此由推论 2.2可得𝑁+(𝜖, 𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆) ≍ 𝑁+(𝜖, 𝑇 )。
对于一般的 𝜇𝑛，设 𝑇− 和 𝑇+ 分别为由序列 𝑐1 ̃𝜇𝑛 和 𝑐2 ̃𝜇𝑛 定义的积分算子（类

似于 (2.29)）。则 𝑇− ⪯ 𝑇 ⪯ 𝑇+，从而 𝑃𝛺𝑇−𝑃𝛺 ⪯ 𝑃𝛺𝑇 𝑃𝛺 ⪯ 𝑃𝛺𝑇+𝑃𝛺，这意味着

𝜆𝑖 (𝑃𝑆𝑇−𝑃𝑆) ⩽ 𝜆𝑖 (𝑃𝑆𝑇 𝑃𝑆) ⩽ 𝜆𝑖 (𝑃𝑆𝑇+𝑃𝑆) ,

结果可由前述情形直接得出。

最后，假设 𝜌是一个有界非零黎曼可积函数。上界由引理 2.1及 𝜌的有界性证
得。对于下界，断言存在一个开集 𝛺，使得在 𝛺 上 𝜌(𝒙)2 ⩾ 𝑐 > 0。再次利用引
理 2.1，得出结论：

𝜆𝑖(𝑘; 𝕊𝑑 , 𝜌2 d𝜎) ⩾ 𝜆𝑖(𝑘; 𝛺, 𝜌2 d𝜎) ⩾ 𝑐𝜆𝑖(𝑘; 𝛺, d𝜎) ≍ 𝜆𝑖(𝑘; 𝕊𝑑 , d𝜎).

现在证明该断言。由于 𝜌黎曼可积，其间断点集为零测集。如果 𝜌(𝒙)在所有连续
点处均为 0，则 𝜌(𝒙) = 0几乎处处成立，这与 𝜌非零的假设矛盾。因此，必然存在
一个连续点 𝒙0使得 𝜌(𝒙0) > 0，而 𝛺可取为 𝒙0的一个小邻域。

2.3.6 关于假设 2.1的讨论

在本小节中讨论假设 2.1成立的一些充分条件。第一个命题展示了当 𝜇𝑛 由函

数 𝑓 给定时，差分与导数之间的基本关系，这是 (2.34)的直接推论。

命题 2.12： 假设 𝜇𝑛 = 𝑓(𝑛)，其中 𝑓(𝑥)为定义在 ℝ⩾0上的函数。则：

• 若 (−1)𝑝𝑓 (𝑝)(𝑥) ⩾ 0, ∀𝑥 ⩾ 𝑁0，则△𝑝𝜇𝑛 ⩾ 0, ∀𝑛 ⩾ 𝑁0。

• 若 (−1)𝑝+1𝑓 (𝑝+1)(𝑥) ⩾ 0, ∀𝑥 ⩾ 𝑁0，则△𝑝𝜇𝑛 ⩽ 𝑓 (𝑝)(𝑛), ∀𝑛 ⩾ 𝑁0。

下一个引理表明，界定 (2.21)中的最高阶项是充分的。

引理 2.8： 如果对于递减序列 𝐵𝑛，不等式 (𝑛+𝑑
𝑑 )△𝑑𝜇𝑛 ⩽ 𝐵𝑛对所有 𝑛 ⩾ 0成立。那

么，不等式 (𝑛+𝑙
𝑙 )△𝑙𝜇𝑛 ⩽ 𝑑

𝑙 𝐵𝑛 对所有 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑑 成立。因此，如果存在 𝑞 ∈ ℕ+ 和

𝐷′ > 0使得 𝐵𝑞𝑛 ⩽ 𝐷′𝜇𝑛，则 (2.21)成立。
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证明 用归纳法证明。假设结论对 𝑙 + 1成立，则

(
𝑛 + 𝑙

𝑙 )△𝑙𝜇𝑛 = (
𝑛 + 𝑙

𝑙 ) ∑
𝑘⩾𝑛

△𝑙+1𝜇𝑘 ⩽ (
𝑛 + 𝑙

𝑙 ) ∑
𝑘⩾𝑛

𝑑
𝑙 + 1𝐵𝑘(

𝑘 + 𝑙 + 1
𝑙 + 1 )

−1

⩽ (
𝑛 + 𝑙

𝑙 )
𝑑

𝑙 + 1𝐵𝑛 ∑
𝑘⩾𝑛 (

𝑘 + 𝑙 + 1
𝑙 + 1 )

−1

= (
𝑛 + 𝑙

𝑙 )
𝑑

𝑙 + 1𝐵𝑛
𝑛!(𝑙 + 1)!
𝑙(𝑛 + 𝑙)! = 𝑑

𝑙 𝐵𝑛.

结合前两个结果可得如下推论。

推论 2.3： 假设 𝜇𝑛 = 𝑓(𝑛)，其中 𝑓(𝑥)为定义在 ℝ⩾0上的函数。那么，假设 2.1中

的 (b,c)对 𝑛 ⩾ 𝑁0成立的一个充分条件是：存在 𝑞 ∈ ℕ+和 𝐷′ > 0，使得对于所有
𝑥 ⩾ 𝑁0，有

(−1)𝑑+1𝑓 (𝑑+1)(𝑥) ⩾ 0 且 (−1)𝑑𝑥𝑑𝑓 (𝑑)(𝑞𝑥) ⩽ 𝐷′𝑓(𝑥). （2.46）

命题 2.13： 对于以下每种形式的 𝜇𝑛，都存在一个序列 (𝜇𝑛)𝑛⩾0满足假设 2.1，且当

𝑛足够大时该形式成立。
• 𝜇𝑛 = 𝑐0𝑛−𝛽，其中 𝑐0 > 0且 𝛽 > 𝑑；
• 𝜇𝑛 = 𝑐0𝑛−𝛽(ln 𝑛)𝑝，其中 𝑐0 > 0, 𝛽 > 𝑑, 𝑝 ∈ ℝ，或者 𝛽 = 𝑑, 𝑝 > 1。

证明 条件 (a) 对于这些渐近速率显然满足。在 𝑛 ⩾ 𝑁0（𝑁0 足够大）时利用推

论 2.3验证 (b,c)，并按照引理 2.4对 𝜇𝑛进行左外推，使得条件对所有 𝑛 ⩾ 0成立。
• 对于 𝜇𝑛 = 𝑓(𝑛) = 𝑐0𝑛−𝛽，有 (−1)𝑝𝑓 (𝑝)(𝑥) = 𝑐0(𝛽)𝑝𝑥−(𝛽+𝑝)，其中 (𝛽)𝑝 = 𝛽(𝛽 +

1) ⋯ (𝛽 + 𝑝 − 1)，因此取 𝑞 = 1和 𝐷′ = (𝛽)𝑝时 (2.46)成立。

• 对于 𝜇𝑛 = 𝑓(𝑛) = 𝑐0𝑛−𝛽(ln 𝑛)𝑝，当 𝑥 → ∞时有

(−1)𝑝𝑓 (𝑝)(𝑥) ≍ 𝑐0(𝛽)𝑝𝑥−(𝛽+𝑝)(ln 𝑥)𝑝,

因此取 𝑞 = 1时 (2.46)仍然成立。

2.3.7 球面子区域的分解

令 𝑑(𝑥, 𝑦) = arccos⟨𝑥, 𝑦⟩为球面上的测地距离（geodesic distance）。第一个命题

处理两个子区域旋转后的“重叠面积”问题。

命题 2.14：设𝛺1, 𝛺2 ⊂ 𝕊𝑑 为两个具有分段光滑边界的不交区域。固定两点 𝒆, 𝑦 ∈
𝕊𝑑。假设对于任意 𝑥 ∈ 𝕊𝑑，𝑅𝒆,𝑥是一个使得 𝑅𝒆,𝑥𝒆 = 𝑥的等距变换。那么，存在常
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数𝑀 使得

|{𝑥 ∈ 𝛺1 ∶ 𝑅𝒆,𝑥𝑦 ∈ 𝛺2}| ⩽ 𝑀𝑑(𝑦, 𝒆) = 𝑀 arccos⟨𝑦, 𝒆⟩. （2.47）

证明 令 𝑟 = 𝑑(𝑦, 𝒆)。由于 𝑅𝒆,𝑥是等距变换，有

𝑟 = 𝑑(𝑦, 𝒆) = 𝑑(𝑅𝒆,𝑥𝑦, 𝑅𝒆,𝑥𝒆) = 𝑑(𝑅𝒆,𝑥𝑦, 𝑥).

因此，如果 𝑟 < 𝑑(𝑥, ∂𝛺1)，注意到 𝑥 ∈ 𝛺1，则有𝑅𝒆,𝑥𝑦 ∈ 𝐵𝑥(𝑟) ⊂ 𝛺1，从而𝑅𝒆,𝑥𝑦 ∉ 𝛺2。

所以，

{𝑥 ∈ 𝛺1 ∶ 𝑅𝒆,𝑥𝑦 ∈ 𝛺2} ⊆ {𝑥 ∈ 𝛺1 ∶ 𝑑(𝑥, ∂𝛺1) ⩽ 𝑟} .

后者即为Weyl [87]中定义的 ∂𝛺1 的半径为 𝑟的管状邻域（tube）。此外，由于 ∂𝛺1

是分段光滑的，Weyl [87]的结果表明存在常数𝑀，使得

|{𝑥 ∈ 𝛺1 ∶ 𝑑(𝑥, ∂𝛺1) ⩽ 𝑟}| ⩽ 𝑀𝑟,

从而得到所需的估计。

接下来的命题给出了球面的一个分解。

命题 2.15： 存在一系列具有分段光滑边界的子区域 𝑈0, 𝑉0, 𝑈1, 𝑉1, ⋯ ⊆ 𝕊𝑑，满足：

• 𝑈0 = 𝕊𝑑；

• 存在 𝑉𝑖的不交等距副本 𝑉𝑖,1, ⋯ , 𝑉𝑖,𝑛𝑖，使得 𝑈𝑖 = ⋃𝑛𝑖
𝑗=1 𝑉𝑖,𝑗 ∪ 𝑍，其中 𝑍 为零

测集；

• 经过某种等距变换后，𝑉𝑖 ⊆ 𝑈𝑖+1；

• diam 𝑉𝑖 → 0。
证明 记 𝑆𝒑,𝑟 = {𝑥 ∈ 𝕊𝑑 ∣ ⟨𝑥, 𝒑⟩ > cos 𝑟}为以 𝒑为中心、半径为 𝑟的球冠（spherical

cap），并记 𝑆𝑟 = 𝑆𝒆𝑑+1,𝑟，其中 𝒆𝑑+1为最后一个坐标方向的单位向量。

首先，令 𝑉0 = {𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑+1) ∈ 𝕊𝑑 ∣ 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑 + 1}。通过反射变
换，存在 2𝑑+1个 𝑉0的等距副本，它们的不交并构成了整个球面减去赤道部分，后

者为零测集。

接着，取 𝒑 = 1
√𝑑+1

(1, ⋯ , 1)，对于任意点 𝑥 ∈ 𝑉0，有

⟨𝑥, 𝒑⟩ = 1
√𝑑 + 1

(𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑑+1) ⩾ 1
√𝑑 + 1

.

因此，对于 𝑟1 = arccos 1
√𝑑+1

< 𝜋
2，有 𝑉0 ⊂ 𝑆𝒑,𝑟1，可以取 𝑈1 = 𝑆𝑟1。

现在假设已有 𝑈𝑖 = 𝑆𝑟𝑖 且 𝑟𝑖 < 𝜋
2。利用极坐标，有参数化表示：

𝑥1 = sin 𝜃1 ⋯ sin 𝜃𝑑 , 𝑥2 = sin 𝜃1 ⋯ cos 𝜃𝑑 , ⋯ , 𝑥𝑑 = sin 𝜃1 cos 𝜃2, 𝑥𝑑+1 = cos 𝜃1,
（2.48）
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其中 𝜃𝑑 ∈ [0, 2𝜋]且 𝜃𝑗 ∈ [0, 𝜋] (𝑗 = 1, ⋯ , 𝑑 − 1)。此时球冠由 𝑆𝑟 = {𝑥 ∣ 𝜃1 < 𝑟}给
定。考虑切片区域

𝑉𝑖 = {𝑥 ∈ 𝕊𝑑
| 𝜃1 < 𝑟, 𝜃𝑗 ∈ (0, 𝜋

2 ), 𝑗 = 2, ⋯ , 𝑑 − 1, 𝜃𝑑 ∈ (−𝜋
4 , 𝜋

4 )} ⊂ 𝑆𝑟.

通过关于 𝜃𝑑 的旋转和关于 𝜃𝑗 (𝑗 = 2, ⋯ , 𝑑 − 1)的反射，可以找到 2𝑑 个 𝑉𝑖 的等距

副本，它们的不交并与 𝑆𝑟𝑖 仅相差 𝑉𝑖的边界并集，这又是一个零测集。

现在，要寻找 𝑟𝑖+1 < 𝑟𝑖使得 𝑉𝑖 ⊂ 𝑈𝑖+1 = 𝑆𝒑,𝑟𝑖+1。取点 𝒑 = (𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑑+1)如下：

𝑝𝑑+1 = cos 𝜂, 𝑝𝑑 = ⋯ = 𝑝2 = 1
√𝑑 − 1

sin 𝜂, 𝑝1 = 0,

其中 𝜂 ∈ (0, 𝑟𝑖)稍后确定。假设 𝑥 ∈ 𝑉𝑖 由 (2.48)给定，则有 ⟨𝒑, 𝑥⟩ = cos 𝜂 cos 𝜃1 +
sin 𝜂

√𝑑−1 (𝑥𝑑 + ⋯ + 𝑥2)。注意到 𝜃𝑗 ∈ [0, 𝜋
2 ]且 |𝜃𝑑| ⩽ 𝜋

4，有 𝑥𝑑 +⋯+𝑥2 ⩾ sin 𝜃1 cos 𝜃𝑑 ⩾
1

√2
sin 𝜃1。因此，

⟨𝒑, 𝑥⟩ ⩾ cos 𝜂 cos 𝜃1 + 𝑎 sin 𝜂 sin 𝜃1, 𝑎 = 1
√2(𝑑 − 1)

,

⩾ min (cos 𝜂, cos 𝜂 cos 𝑟𝑖 + 𝑎 sin 𝜂 sin 𝑟𝑖) , 因为𝜃1 ∈ (0, 𝑟𝑖),

=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

cos 𝜂, tan 𝜂 > 1−cos 𝑟𝑖
𝑎 sin 𝑟𝑖

,

cos 𝑟𝑖 cos 𝜂 + (𝑎 sin 𝑟𝑖) sin 𝜂, 其他.

可知第二项在 tan 𝜂0 = 𝑎 tan 𝑟𝑖时取最大值，且

cos 𝑟𝑖 cos 𝜂0 + 𝑎 sin 𝑟𝑖 sin 𝜂0 = √cos2 𝑟𝑖 + 𝑎2 sin2 𝑟𝑖.

一方面，如果 tan 𝜂0 ⩽ 1−cos 𝑟𝑖
𝑎 sin 𝑟𝑖

，取 𝜂 = 𝜂0，此时最小值由第二项取得，故 ⟨𝒑, 𝑥⟩ ⩾

√cos2 𝑟𝑖 + 𝑎2 sin2 𝑟𝑖，并且对于 𝑟𝑖+1 = arccos√cos2 𝑟𝑖 + 𝑎2 sin2 𝑟𝑖有 𝑉𝑖 ⊂ 𝑆𝒑,𝑟𝑖+1。此

时，有

sin2 𝑟𝑖+1 = 1 − (cos2 𝑟𝑖 + 𝑎2 sin2 𝑟𝑖) = (1 − 𝑎2) sin2 𝑟𝑖. （2.49）

另一方面，如果 tan 𝜂0 = 𝑎 tan 𝑟𝑖 > 1−cos 𝑟𝑖
𝑎 sin 𝑟𝑖

，取 𝜂 = arctan 1−cos 𝑟𝑖
𝑎 sin 𝑟𝑖

。此时最小值由第一

项取得，且 ⟨𝒑, 𝑥⟩ ⩾ cos 𝜂，这意味着对于 𝑟𝑖+1 = 𝜂有 𝑉𝑖 ⊂ 𝑆𝒑,𝑟𝑖+1。此时，有

tan 𝑟𝑖+1 = tan 𝜂 = 1 − cos 𝑟𝑖
𝑎 sin 𝑟𝑖

< 𝑎 tan 𝑟𝑖. （2.50）

综合考虑 (2.49)和 (2.50)两种情况，并注意到 𝑎 = 1
√2(𝑑−1)

∈ (0, 1)，可以得出
结论：𝑟𝑖+1 < 𝑟𝑖且 𝑟𝑖 → 0。
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2.3.8 紧自伴算子特征值的估计

对于一个希尔伯特空间上的紧自伴正算子 𝐴，用 𝜆𝑛(𝐴)表示 𝐴的第 𝑛大（记
重数）的特征值。如下的极小极大原理是泛函分析中的经典结果 [86]。

引理 2.9 (极小极大原理)： 设 𝐴是希尔伯特空间上的紧自伴正算子。则

𝜆𝑛(𝐴) = inf
𝑉 ⊆𝐻

dim𝑉 =𝑛−1

sup
𝑥∈𝑉 ⟂

‖𝑥‖=1

⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ .

不仅如此，还有如下的Weyl不等式，用于估计多个算子之和的特征值。

引理 2.10 (Weyl不等式)： 令 𝐴, 𝐵为紧自伴正算子。则

𝜆𝑖+𝑗−1(𝐴 + 𝐵) ⩽ 𝜆𝑖(𝐴) + 𝜆𝑗(𝐵), 𝑖, 𝑗 ⩾ 1. （2.51）
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第 3章 核回归的泛化误差分析

本章从经典核回归框架出发，系统研究谱算法的泛化误差。核心目标是建立

核方法与序列模型之间的精确联系，并据此给出谱算法泛化误差的统一刻画。在

这一框架下，极小极大速率、饱和效应以及超有效性等现象都可以作为直接推论

得到，从而较为完整地展示核方法在非参数回归中的优势与局限。

3.1 核方法简介

本章假设输入空间为 𝒳 ⊂ ℝ𝑑，输出空间为 𝒴 ⊆ ℝ，未知的 𝒳 × 𝒴 上的联合分
布 𝜌在 𝒳 上的边缘分布为 𝜇，假设 𝜇的支撑集为整个 𝒳。

3.1.1 正定核与再生核希尔伯特空间

首先引入正定核函数与再生核希尔伯特空间的概念，更加详细的介绍可以参

考 Steinwart et al. [13] 和Wendland [19]。

定义 3.1 (核函数)： 一个二元函数 𝑘 ∶ 𝒳 × 𝒳 → ℂ称为（复值）正定核函数，如果：
• 对任意的 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝒳，都有 𝑘(𝑥, 𝑥′) = 𝑘(𝑥′, 𝑥)；
• 对于任意的 𝑛 ∈ ℕ，任意的 {𝑥𝑖}𝑛

𝑖=1 ⊆ 𝒳 以及任意的 {𝑐𝑖}𝑛
𝑖=1 ⊆ ℂ，都有

𝑛

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ⩾ 0, （3.1）

或者等价地，矩阵 (𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))
𝑛
𝑖,𝑗=1是半正定的。

定义 3.2 (再生核希尔伯特空间)： 给定一个正定核函数 𝑘 ∶ 𝒳 × 𝒳 → ℂ，存在唯一
的（复值）希尔伯特空间ℋ𝑘，其元素为从 𝒳 到 ℂ的函数，并且满足以下两个性质：

• 对于任意的 𝑥 ∈ 𝒳，函数 𝑘(𝑥, ⋅)属于 ℋ𝑘；

• 对于任意的 𝑓 ∈ ℋ𝑘和任意的 𝑥 ∈ 𝒳，都有再生性质

𝑓(𝑥) = ⟨𝑘(𝑥, ⋅), 𝑓⟩ℋ𝑘 . （3.2）

该希尔伯特空间称为由核函数 𝑘所生成的再生核希尔伯特空间（Reproducing Ker-

nel Hilbert Space, RKHS）。

注 3.1 (实值核与复值核)：机器学习领域通常只考虑实值核函数，即 𝑘 ∶ 𝒳×𝒳 → ℝ。
然而，为了后文技术处理中所涉及到的复分析工具，本文需要考虑更一般的复值

核函数。实值核函数是复值核函数的一个特例，因此大多数实值核函数的性质和

结果也适用于复值核函数。不仅如此，如果 𝑘是一个复值核函数，它所对应的再生

37



第 3章 核回归的泛化误差分析

核希尔伯特空间为 ℋ𝑘，如果 𝑘实际上取值于实数域，即 𝑘(𝑥, 𝑥′) ∈ ℝ，那么将 ℋ𝑘

中的函数取实部所得到的

ℋ𝑘,0 ≔ {Re𝑓 ∣ 𝑓 ∈ ℋ𝑘} , ‖𝑔‖ℋ𝑘,0 ≔ inf
𝑓∈ℋ𝑘,Re𝑓=𝑔

‖𝑓‖ℋ𝑘

构成一个实值再生核希尔伯特空间，其对应的核函数仍然是 𝑘，见 Steinwart et al. [13]

的推论 4.22。

本文将引入关于核函数的如下记号。由于复值核函数涉及到共轭对称性，需

要特别注意内积的线性与共轭线性性质，因此本文将一些常见的结论也一并列出。

定义单点核函数 𝑘𝑥为

𝑘𝑥 ≔ 𝑘(𝑥, ⋅) ∈ ℋ𝑘,

于是它满足 𝑓(𝑥) = ⟨𝑘𝑥, 𝑓⟩ℋ𝑘
，特别有

⟨𝑘𝑥′ , 𝑘𝑥⟩ℋ𝑘
= 𝑘(𝑥, 𝑥′) = 𝑘(𝑥′, 𝑥) = ⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑥′⟩ℋ𝑘

,

需要注意这里的前后顺序和共轭关系。本文定义核函数向量以及矩阵为

𝑘(𝑥, 𝑋) ≔ (𝑘(𝑥, 𝑥1), 𝑘(𝑥, 𝑥2), ⋯ , 𝑘(𝑥, 𝑥𝑛))1×𝑛 , 𝑘(𝑋, 𝑋) ≔ (𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ ℂ𝑛×𝑛.

此外，本文也定义归一化的核矩阵为

𝐾 ≔ 1
𝑛𝑘(𝑋, 𝑋) ∈ ℂ𝑛×𝑛.

3.1.2 积分算子

为了辅助分析核方法的泛化误差，需要引入与核函数相关的积分算子。以下，

本文假设核函数 𝑘连续，并且满足

sup
𝑥∈𝒳

𝑘(𝑥, 𝑥) = 𝜅2 < ∞. （3.3）

本文也引入核函数的 𝐿2范数

‖𝑘‖2
𝐿2 ≔ ∫𝒳

𝑘(𝑥, 𝑥) d𝜇(𝑥) ⩽ 𝜅2 < ∞.

此时，再生核希尔伯特空间 ℋ𝑘 中的函数均为 𝜇-平方可积的，由包含关系自然诱
导出嵌入映射

𝑆∗
𝑘 ∶ ℋ𝑘 → 𝐿2(𝒳, 𝜇).

它的伴随算子 𝑆𝑘满足

⟨𝑓 , 𝑆𝑘𝑔⟩ℋ𝑘
= ⟨𝑆∗

𝑘𝑓, 𝑔⟩𝐿2 , ∀𝑓 ∈ ℋ𝑘, 𝑔 ∈ 𝐿2.
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特别地，

(𝑆𝑘𝑔) (𝑥) = ⟨𝑘𝑥, 𝑆𝑘𝑔⟩ℋ𝑘
= ⟨𝑆∗

𝑘𝑘𝑥, 𝑔⟩𝐿2

= ∫𝒳
𝑘(𝑥, 𝑥′)𝑔(𝑥′) d𝜇(𝑥′), ∀𝑔 ∈ 𝐿2.

（3.4）

由于 𝜇的支撑集为 𝒳，故 𝑆∗
𝑘 是单射。于是，由伴随算子的性质，有

Ran𝑆𝑘 = (Ker𝑆∗
𝑘)⟂ = ℋ𝑘, Ran𝑆∗

𝑘 = Ker𝑆⟂
𝑘 ⊆ 𝐿2.

不仅如此，由 (3.3)，还可以说明 [13] 𝑆∗
𝑘 , 𝑆𝑘 是希尔伯特-施密特算子，并且它们的

希尔伯特-施密特范数满足

‖𝑆𝑘‖2 = ‖𝑆∗
𝑘‖2 = ‖𝑘‖𝐿2 ⩽ 𝜅. （3.5）

现在，定义积分算子以及协方差算子为

𝐿𝑘 = 𝑆∗
𝑘𝑆𝑘 ∶ 𝐿2 → 𝐿2, 𝑇𝑘 = 𝑆𝑘𝑆∗

𝑘 ∶ ℋ𝑘 → ℋ𝑘.

它们的表达式如下：

(𝑇𝑘𝑓) (𝑥) = ∫𝒳
𝑘(𝑥, 𝑥′)𝑓 (𝑥′) d𝜇(𝑥′). （3.6）

由 (3.5)，可以说明 𝐿𝑘和 𝑇𝑘是紧自伴正定算子，并且它们的迹类范数满足

Tr𝐿𝑘 = Tr 𝑇𝑘 = ‖𝑘‖2
𝐿2 ⩽ 𝜅2.

由此，算子的谱分解或奇异值分解得到

𝐿𝑘 =
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚𝑃𝑉𝑚 , （3.7）

其中 (𝜇𝑚)
∞
𝑚=1是 𝐿𝑘的互异的非零特征值，按照递减排列，(𝑉𝑚)

∞
𝑚=1是对应的特征

子空间，𝑃𝑉𝑚 是 𝐿2 上投影到 𝑉𝑚 的正交投影算子。这里，不妨只考虑无穷维的情

况，因为有限维的情况更为简单。令 𝑑𝑚 = dim𝑉𝑚为特征值 𝜇𝑚的重数。对于每个

𝑉𝑚，可以进一步选择一组标准正交基 {𝑒𝑚,𝑙}
𝑑𝑚
𝑙=1，其中每个 𝑒𝑚,𝑙 ∈ ℋ𝑘是 𝜇-等价类中

的代表元。那么，{𝑒𝑚,𝑙}构成了 Ran𝑆∗
𝑘 ⊆ 𝐿2 的一组标准正交基，且 {𝜇1/2

𝑚 𝑒𝑚,𝑙}构
成了 Ran𝑆𝑘 = ℋ𝑘的一组标准正交基。

不仅如此，由Mercer定理 [13,83]也可以得到核函数的展开：

𝑘(𝑥, 𝑥′) =
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑒𝑚,𝑙(𝑥)𝑒𝑚,𝑙(𝑥′), （3.8）

其中级数绝对且一致收敛。为了与现有文献保持一致，用 (𝜆𝑗)𝑗⩾1表示 𝑇𝑘计重数的

非零特征值，并略微滥用符号，用 𝑒𝑗 表示相应的特征函数，注意这些特征函数的

选取并不唯一。
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注 3.2 (𝐿𝑘 与 𝑇𝑘)： 此处澄清一下积分算子 𝐿𝑘 和协方差算子 𝑇𝑘 之间的关系，以

及特征函数的选取问题。首先，虽然它们具有相同的计重数的特征值，但是 𝐿𝑘是

定义在 𝐿2上的算子，而 𝑇𝑘是定义在再生核希尔伯特空间ℋ𝑘上的算子，它们的特

征函数所在的空间也不同。现在先用 [𝑒𝑗]∼ ∈ 𝐿2表示 𝐿𝑘的特征函数，它实际是函

数的等价类，并不属于 ℋ𝑘。虽然如此，由于

𝜆𝑗[𝑒𝑗]∼ = 𝐿𝑘[𝑒𝑗]∼ = 𝑆∗
𝑘(𝑆𝑘[𝑒𝑗]∼),

𝑆∗
𝑘 是自然嵌入映射，以及 𝑆𝑘[𝑒𝑗]∼ ∈ ℋ𝑘，得到

𝜆𝑗𝑒𝑗 =𝜇 𝑆𝑘[𝑒𝑗]∼ ∈ ℋ𝑘,

其中 =𝜇 表示 𝜇-几乎处处相等。由于 𝜆𝑗 ≠ 0，所以可以取 𝑒𝑗 = 𝜆−1
𝑗 𝑆𝑘[𝑒𝑗]∼ ∈ ℋ𝑘，

即选取 𝑒𝑗 属于 ℋ𝑘，那么上述等式就变成了严格相等。于是，有

𝑇𝑘𝑒𝑗 = 𝑆𝑘(𝑆∗
𝑘𝑒𝑗) = 𝑆𝑘[𝑒𝑗]∼ = 𝜆𝑗𝑒𝑗 ,

这就说明了 𝑒𝑗 也是 𝑇𝑘的特征函数。由此，为了简单起见，可以不再区分 𝐿2中的

等价类 [𝑒𝑗]∼ 和它的代表元 𝑒𝑗，而 𝑒𝑗 就成为了 𝐿𝑘 和 𝑇𝑘 的共同特征函数。不太严

谨地，有如下的展开表达：

𝐿𝑘𝑓 = 𝑇𝑘𝑓 =
∞

∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑓𝑗𝑒𝑗 , 𝑓 =
∞

∑
𝑗=1

𝑓𝑗𝑒𝑗 ,

读者还需要注意，(𝑒𝑗)𝑗⩾1 在 𝐿2 中标准正交，而 (𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗)𝑗⩾1 才是在 ℋ𝑘 中标准正交，

上述关于 𝑇𝑘的展开并不是 ℋ𝑘中的标准谱分解。

本文引入关于 𝐿𝑘（或者 𝑇𝑘）特征值的如下假设，这在现有文献中被广泛采用
[14,35,88]。

假设 3.1 (特征值衰减)： 存在 𝛽 > 1以及常数 𝑐eig, 𝐶eig > 0使得

𝑐eig𝑗−𝛽 ⩽ 𝜆𝑗 ⩽ 𝐶eig𝑗−𝛽 , 𝑗 ⩾ 1, （3.9）

或者等价地，也可以由 𝜇𝑚表示：

|{𝑖 ∶ 𝜆𝑖 ⩾ 𝜆}| = ∑
𝑚∶𝜇𝑚⩾𝜆

𝑑𝑚 = 𝛩(𝜆−1/𝛽), 𝜆 → 0. （3.10）

其中 (𝜆𝑗)𝑗⩾1 是积分算子 𝑇 计及重数的特征值，而 {𝜇𝑚}𝑚⩾1 是 (3.8)中定义的互异

特征值。

注 3.3： (3.9)与 (3.10)的等价性是初等的，其证明见命题 3.8。(3.10)使本文能够

处理一些不够显式的情况。例如，若对于某些 𝛾 ⩾ 1有∑𝑚
𝑘=1 𝑑𝑘 ≍ 𝑚𝛾，则 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−𝛽

仅等价于 𝜇𝑚 ≍ 𝑚−𝛾𝛽。
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注 3.4： 假设 3.1中的特征值衰减率是现有文献中常见的假设 [14,35,88]。由于本章

的目标是推导精确的泛化误差，因此 (3.9)中的下界部分也是必要的。许多常用核

函数都满足假设 3.1，例如拉普拉斯核、Matérn核以及神经切线核（NTK）等，特别

是本文在定理 2.2中就证明了 NTK满足该假设。这一关于特征值的假设刻画了再

生核希尔伯特空间中函数的平滑度，较大的 𝛽意味着更好的平滑性。还注意到，由
于 𝑇 是迹类算子，(𝜆𝑗)𝑗⩾1是可求和的，因此要求 𝛽 > 1是必要的。假设 3.1与现有

文献中再生核希尔伯特空间的有效维度（effective dimension）或容量条件（capacity

condition）也有着密切联系 [14]。事实上，本章的结论也容易推广到更一般的特征

值衰减情形，只要它们符合某种较弱的有效维度条件即可。但是为了简化讨论，本

文在此仅考虑多项式衰减的情况。

3.1.3 插值空间

为了阐述本章的结果，需要进一步引入插值空间 [83]。对于 𝑝 ⩾ 0，通过下式定
义分数次幂算子 𝐿𝑝

𝑘 ∶ 𝐿2 → 𝐿2：

𝐿𝑝
𝑘 =

∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑝
𝑚𝑃𝑉𝑚 =

∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑝
𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

⟨𝑒𝑚,𝑙, ⋅⟩𝐿2 𝑒𝑚,𝑙. （3.11）

随后，可以引入插值空间 [ℋ𝑘]𝑠：

[ℋ𝑘]
𝑠 = Ran𝐿𝑠/2

𝑘 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓 =
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑠/2
𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑎𝑚,𝑙𝑒𝑚,𝑙 |
∞

∑
𝑚=1

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑎𝑚,𝑙|
2 < ∞

⎫⎪
⎬
⎪⎭

⊆ 𝐿2.（3.12）

对于 𝑓, 𝑔 ∈ [ℋ𝑘]𝑠，其系数分别为 (𝑎𝑚,𝑙)和 (𝑏𝑚,𝑙)，在 [ℋ𝑘]𝑠中定义内积为

⟨𝑓 , 𝑔⟩[ℋ𝑘]𝑠 =
∞

∑
𝑚=1

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑎𝑚,𝑙𝑏𝑚,𝑙 = ⟨𝑇 − 𝑠
2 𝑓, 𝑇 − 𝑠

2 𝑔⟩𝐿2
. （3.13）

显而易见，[ℋ𝑘]𝑠 是一个以 {𝜇𝑠/2
𝑚 𝑒𝑚,𝑙 ∶ 𝑚 ⩾ 1, 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑑𝑚}为标准正交基的可分希

尔伯特空间。特别地，有 [ℋ𝑘]0 ⊆ 𝐿2以及 [ℋ𝑘]1 = ℋ𝑘。此外，当 𝑠 ⩾ 𝑡时存在自然
包含关系 [ℋ𝑘]𝑠 ⊆ [ℋ𝑘]𝑡，且当 𝑠 > 𝑡时该包含映射是紧的。𝐿𝑘（以及 𝐿𝑝

𝑘）在 [ℋ𝑘]𝑠

上的限制也是一个具有相同谱的有界算子，因此为简便起见，本文仍将其记为 𝐿𝑘

（及 𝐿𝑝
𝑘）。事实上，𝐿𝑝

𝑘 ∶ [ℋ𝑘]𝑠 → [ℋ𝑘]𝑠+2𝑝给出了一个同构映射。注意到 𝐿𝑘看作是

ℋ𝑘 = [ℋ𝑘]1上的算子时，恰好是协方差算子 𝑇𝑘。

3.1.4 正则再生核希尔伯特空间

为了推导尽可能紧致的学习率，需要最大程度地刻画再生核希尔伯特空间中

函数的正则性。由于 𝑉𝑚 是 𝐿2 及其再生核希尔伯特空间 ℋ𝑘 的有限维子空间，它
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是关于 ⟨⋅, ⋅⟩𝐿2 的再生核希尔伯特空间，其再生核 𝑘𝑚由下式唯一确定：

⟨𝑘𝑚(𝑥, ⋅), 𝑓⟩𝐿2 = ∫𝒳
𝑘𝑚(𝑥, 𝑥′)𝑓 (𝑥′) d𝜇(𝑥′) = 𝑓(𝑥), ∀𝑓 ∈ 𝑉𝑚. （3.14）

选择上述的一组标准正交基 {𝑒𝑚,𝑙}
𝑑𝑚
𝑙=1，本文可以显式得到：

𝑘𝑚(𝑥, 𝑥′) =
𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑒𝑚,𝑙(𝑥)𝑒𝑚,𝑙(𝑥′), （3.15）

该表达式不随基的选择而改变。容易看出：

𝑘(𝑥, 𝑥′) =
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚𝑘𝑚(𝑥, 𝑥′).

本章引入如下正则再生核希尔伯特空间条件：

假设 3.2 (正则再生核希尔伯特空间)： 存在常数𝑀 > 0使得

sup
𝑥∈𝒳

𝑁

∑
𝑚=1

𝑘𝑚(𝑥, 𝑥) = sup
𝑥∈𝒳

𝑁

∑
𝑚=1

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2 ⩽ 𝑀

𝑁

∑
𝑚=1

𝑑𝑚, ∀𝑁 ⩾ 1. （3.16）

在此情况下，称该再生核希尔伯特空间（相对于分布 𝜇）是正则的。
显而易见，若特征函数是一致有界的，即 sup𝑥∈𝒳 |𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|

2 ⩽ 𝑀，则该再生核
希尔伯特空间是正则的。此外，还存在更多满足正则性的情况，因此本文认为这

是一个相当广义的假设。

例 3.1 (平移不变周期核)： 设 𝒳 = 𝕋 𝑑 = [−𝜋, 𝜋)𝑑 为 𝑑 维环面，𝜇为 𝕋 𝑑 上的均匀

测度。考虑满足 𝑘(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑥 − 𝑦)的平移不变核，其中 ℎ是定义在 𝕋 𝑑 上的函数。

此时容易证明傅里叶基 {𝜙𝒎 = e𝑖⟨𝒎,𝑥⟩, 𝑚 ∈ ℤ𝑑}构成了 𝑇 的一组标准正交特征函
数。因此，由于该基是一致有界的，该空间是正则的。此外，若相应的特征值满足

𝜆𝒎 ≍ (1 + ‖𝒎‖2
2)−𝛼，则相应的再生核希尔伯特空间为ℋ𝑘 ≅ 𝐻𝛼(𝕋 𝑑)（即 𝕋 𝑑 上的周

期 Sobolev空间），且 [ℋ𝑘]𝑠 ≅ 𝐻𝑠𝛼(𝕋 𝑑)。
例 3.2 (球面上的内积核)： 设 𝒳 = 𝕊𝑑 为 𝑑维球面，𝜇为 𝕊𝑑 上的均匀测度。考虑满

足 𝑘(𝑥, 𝑦) = ℎ(⟨𝑥, 𝑦⟩)的内积核，其中 ℎ是 [−1, 1]上的函数。此时，Funk-Hecke公

式 [29]表明，球谐函数 {𝑌𝑚,𝑙 𝑚 ⩾ 1, 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑑𝑚}构成了 𝑇 的一组标准正交特征函数，
其中 {𝑌𝑚,𝑙 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑑𝑚}是 𝑚阶齐次调和多项式，且 𝑑𝑚 = (𝑚+𝑑

𝑚 ) − (𝑚−2+𝑑
𝑚−2 ) ≍ 𝑚𝑑−1。

利用球谐函数理论可以证明该再生核希尔伯特空间是正则的，参见第 3.5.2.1小节。

例 3.3 (单位球上的内积核)：现在，考虑 𝑑维单位球𝒳 = 𝔹𝑑 = {𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶ ‖𝑥‖ ⩽ 1}，
其测度 𝜇与经典权重 𝑝(𝑥) = (1−‖𝑥‖2)−1/2成正比。仍考虑内积核 𝑘。此时，单位球上
Funk-Hecke公式的类比（见 Dai et al. [29]的章节 11）表明，次数恰好为 𝑚的正交多
项式空间 𝑉 𝑑

𝑚 是 𝑇 对应于同一特征值的特征子空间，且 dim𝑉 𝑑
𝑚 = (𝑚+𝑑−1

𝑚 ) ≍ 𝑚𝑑−1。

与球面情况类似，可以证明该再生核希尔伯特空间是正则的，参见第 3.5.2.2小节。
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在以往的文献中 [34-36]，引入了如下 𝐿∞-嵌入性质来刻画再生核希尔伯特空间

的正则性。称ℋ具有 𝛼 ∈ (0, 1]阶的嵌入性质，如果 [ℋ]𝛼可以连续嵌入到𝐿∞(𝒳, 𝜇)
中，即算子范数

𝑀𝛼 ≔ ‖[ℋ]𝛼 ↪ 𝐿∞(𝒳, 𝜇)‖ < ∞. （3.17）

随后，定义嵌入指数为 𝛼0 = inf{𝛼 ∶ 𝑀𝛼 < ∞}。显然 𝛼 ⩽ 1，因为

sup
𝑥∈𝒳

|𝑓 (𝑥)| = sup
𝑥∈𝒳

⟨𝑘(𝑥, ⋅), 𝑓⟩ℋ𝑘 ⩽ ‖𝑘(𝑥, ⋅)‖ℋ𝑘 ‖𝑓‖ℋ𝑘 ⩽ 𝜅 ‖𝑓‖ℋ𝑘 ,

且 Fischer et al. [35] 的引理 10表明 𝛼0 ⩾ 1/𝛽。为了获得紧致的集中性不等式，先前
的工作 [36,89] 假设 𝛼0 = 1/𝛽。这里本文证明，正则再生核希尔伯特空间条件满足这
一嵌入指数条件。

命题 3.1： 在假设 3.1和假设 3.2下，嵌入指数为 𝛼0 = 1/𝛽。
此外，注意到嵌入指数条件仅对具有幂律衰减的特征值有意义，而正则再生

核希尔伯特空间条件则可以考虑更一般的衰减情况。事实上，正则再生核希尔伯

特空间条件本质上考察的是特征函数而非特征值。

3.1.5 谱算法

为了引入谱算法，首先引入一些记号。对于 𝑥 ∈ 𝒳，定义算子 𝑆∗
𝑘,𝑥 ∶ ℋ𝑘 → ℝ

由 𝑆∗
𝑘,𝑥𝑓 = ⟨𝑘𝑥, 𝑓⟩ℋ𝑘

= 𝑓(𝑥)给出，它的伴随 𝑆𝑘,𝑥 ∶ ℝ → ℋ𝑘 由 𝑆𝑘,𝑥𝑦 = 𝑦𝑘𝑥 给出。

由于 𝑘(𝑥, 𝑥) ⩽ 𝜅2，故有 ‖𝑆𝑘,𝑥‖ ⩽ 𝜅 和 ‖𝑆∗
𝑘,𝑥‖ ⩽ 𝜅。可以将经验协方差算子表示为

这些单点算子的平均，对比 (3.4)和 (3.6)，有

𝐿𝑘𝑓 = ∫𝒳
𝑆𝑘,𝑥𝑓(𝑥) d𝜇(𝑥) = 𝔼𝑥∼𝜇 [𝑆𝑘,𝑥𝑓(𝑥)] ,

以及

𝑇𝑘 = ∫𝒳
𝑆𝑘,𝑥𝑆∗

𝑘,𝑥 d𝜇(𝑥) = 𝔼𝑥∼𝜇 [𝑆𝑘,𝑥𝑆∗
𝑘,𝑥] . （3.18）

对于给定的训练数据，定义经验协方差算子

̂𝑇𝑘 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑆𝑘,𝑥𝑖𝑆
∗
𝑘,𝑥𝑖

∶ ℋ𝑘 → ℋ𝑘, （3.19）

它可以看作是将 (3.18)中的测度 𝜇 替换为经验测度 ̂𝜇 = 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝛿𝑥𝑖 后得到的算子。

显然 ̂𝑇𝑘是一个正定自伴算子，维度至多为 𝑛。还定义样本基函数

̂𝑔𝑍 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑆𝑘,𝑥𝑖𝑦𝑖 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑘(𝑥𝑖, ⋅) ∈ ℋ𝑘. （3.20）
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那么，谱算法是通过滤谱函数对 ̂𝑔𝑍 应用 ̂𝑇𝑘的“正则化逆”而得到的
[39]。本文首

先引入滤谱函数的如下定义。

定义 3.3 (滤谱函数)： 设 {𝜑𝜆 ∶ [0, 𝜅2] → ℝ⩾0 ∣ 𝜆 ∈ (0, 1)}为一组以正则化参数 𝜆
为索引的函数族，并定义剩余函数（remainder function）

𝜓𝜆(𝑧) ≔ 1 − 𝑧𝜑𝜆(𝑧). （3.21）

如果满足以下条件，称 {𝜑𝜆 ∣ 𝜆 ∈ (0, 1)}（或简记为 𝜑𝜆(𝑧)）为一个滤谱函数：
(i) 对于任何固定的 𝜆，𝜓𝜆(𝑧) ⩾ 0关于 𝑧 ∈ [0, 𝜅2]单调递减。对于任何固定的 𝑧，

𝜓𝜆(𝑧)随着 𝜆的减小而减小。
(ii) 存在常数 𝐸 使得

sup
𝑧∈[0,𝜅2]

(𝑧 + 𝜆)𝜑𝜆(𝑧) ⩽ 𝐸, ∀𝜆 ∈ (0, 1). （3.22）

(iii) 该滤谱函数的“修饰阶”（qualification）为 𝜏max ∈ [1, ∞]，使得对于所有
0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝜏max（且 𝜏 < ∞），有

sup
𝑧∈[0,𝜅2]

𝑧𝜏𝜓𝜆(𝑧) ⩽ 𝐹𝜏𝜆𝜏 , ∀𝜆 ∈ (0, 1), （3.23）

其中 𝐹𝜏 是仅依赖于 𝜏 的常数。
(iv) 此外，若 𝜏max是有限的，则存在常数 𝐹 使得

𝜓𝜆(𝑧) ⩾ 𝐹 𝜆𝜏max , ∀𝑧 ∈ [0, 𝜅2], 𝜆 ∈ (0, 1).

现给定一个滤谱函数 𝜑𝜆(𝑧)，谱算法定义为

̂𝑓𝜆 = 𝜑𝜆( ̂𝑇𝑘) ̂𝑔𝑍 ∈ ℋ𝑘. （3.24）

可以将上述算子在 ℋ𝑘的子空间

ℋ𝑛 = span{𝑘𝑥𝑖 ∶ 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛}
上表达，从而得到如下的矩阵形式：

̂𝑓𝜆(𝑥) = 𝑘(𝑥, 𝑋)𝜑𝜆(𝐾)𝒚,

其中 𝒚 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛)⊤。本文将在本小节末尾给出谱算法的具体示例。

注 3.5： 注意到，性质 (i)和 (iv)在现有文献 [39-41]的滤谱函数定义中并非本质要

求，但本文引入它们是为了避免证明中一些不必要的技巧性问题。特别地，性质

(i)描述了滤谱方案的一般模式，性质 (iv)则精确决定了该滤谱函数的修饰阶。还

注意到，正则化参数 𝜆将依赖于样本量 𝑛，且当 𝑛趋于无穷大时 𝜆(𝑛)趋于零，因此
𝜆 ∈ (0, 1)的上界并非本质要求，如有必要可以取更小的值。
然而，为了推导精确的泛化误差曲线，上述滤谱函数的定义对于本文的目的而
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言尚不充分。本文技术上的关键创新在于开发了一种基于解析算子演算（analytic

functional calculus）的特殊证明思路。为此，本文引入关于解析滤谱函数的如下假

设。据作者所知，现有工作尚未系统考虑滤谱函数的这类性质。

假设 3.3 (解析滤谱函数)： 设

𝐷𝜆 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ Re 𝑧 ∈ [−𝜆/2, 𝜅2], |Im 𝑧| ⩽ Re 𝑧 + 𝜆/2}
∪ {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝜅2| ⩽ 𝜅2 + 𝜆/2, Re 𝑧 ⩾ 𝜅2} .

滤谱函数 𝜑𝜆(𝑧)可以延拓为包含𝐷𝜆的某个域上的解析函数，且对于所有 𝜆 ∈ (0, 1)，
以下条件成立：

(C1) |(𝑧 + 𝜆)𝜑𝜆(𝑧)| ⩽ ̃𝐸, ∀𝑧 ∈ 𝐷𝜆；

(C2) |(𝑧 + 𝜆)𝜓𝜆(𝑧)| ⩽ ̃𝐹 𝜆, ∀𝑧 ∈ 𝐷𝜆；

其中 ̃𝐸, ̃𝐹 是正的常数。
注 3.6： 区域 𝐷𝜆 至关重要，它与证明中的解析算子演算论证有关，其示意图见

图 3.2。条件 (C1)和 (C2)分别可以看作是 (3.22)和 (3.23)在复数域上的延拓，因

此可以预见它们对于滤谱函数也是成立的。事实上，本文将在下文中展示许多常

用的滤谱函数都满足假设 3.3。证明内容被推迟至第 3.5.3小节。
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图 3.1 滤谱函数 𝜑𝜆 和 𝜓𝜆 的示意图。

尽管上述假设 3.3看起来是一个很强的假设，但如下所示的许多常用滤谱函数

都满足该假设。

例 3.4 (核岭回归)： 核岭回归（KRR）是由如下的带有 ℓ2正则化的经验风险最小

化问题定义的：

̂𝑓Rid
𝜆 = argmin

𝑓∈ℋ𝑘 [
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑦𝑖)2 + 𝜆 ‖𝑓‖2
ℋ𝑘]

,

其中 𝜆 > 0为正则化参数。这是强凸的优化问题，存在唯一解，并且该解可以通过

45



第 3章 核回归的泛化误差分析

闭式表达式给出。核岭回归的滤谱函数为

𝜑Rid
𝜆 (𝑧) = 1

𝑧 + 𝜆, 𝜓Rid
𝜆 (𝑧) = 𝜆

𝑧 + 𝜆. （3.25）

𝜑𝜆 和 𝜓𝜆 在 {𝑧 ∈ ℂ ∶ Re 𝑧 > −𝜆} ⊃ 𝐷𝜆 上均是解析的。该滤谱函数的修饰阶仅为

𝜏max = 1。
例 3.5 (迭代岭回归)： 为了克服核岭回归有限的修饰阶问题，Rosasco et al. [41] 引

入了如下迭代岭（或迭代 Tikhonov）方法。设 𝑝 ⩾ 1为定值。定义

𝜑IT,𝑝
𝜆 (𝑧) = 1

𝑧 [1 − 𝜆𝑝

(𝑧 + 𝜆)𝑝 ] , 𝜓 IT,𝑝
𝜆 (𝑧) = 𝜆𝑝

(𝑧 + 𝜆)𝑝 . （3.26）

易证 𝑧 = 0是 𝜑IT,𝑝
𝜆 (𝑧)的可去奇点，且 𝜑IT,𝑝

𝜆 (𝑧)和 𝜓 IT,𝑝
𝜆 (𝑧)在 {𝑧 ∈ ℂ ∶ Re 𝑧 > −𝜆} ⊃

𝐷𝜆上均是解析的。该滤谱函数的优点在于其修饰阶为 𝜏max = 𝑝。
为了理解“迭代”这一名称，考虑 𝑝 ∈ ℕ∗的特殊情况。此时，

𝜑IT,𝑝
𝜆 (𝑧) =

𝑝

∑
𝑟=1

𝜆𝑟−1(𝑧 + 𝜆)−𝑟,

且该方法是通过对岭回归方法进行 𝑝次迭代得到的：

( ̂𝑇𝑘 + 𝜆) ℎ𝑖 = ̂𝑔𝑍 + 𝜆ℎ𝑖−1, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝.

例 3.6 (梯度流)： 梯度流方法 [38]是另一种常用的正则化方法，它对应于 (2.5)中

的神经切线核回归。考虑经验损失

̂ℒ𝑛(𝑓 ) = 1
2𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑦𝑖)2 = 1
2𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑆∗
𝑘,𝑥𝑖

𝑓 − 𝑦𝑖)2, 𝑓 ∈ ℋ𝑘.

那么，可以考虑如下的 ℋ𝑘上的梯度流方程：

̇𝑓𝑡 = −∇ℋ𝑘
𝑓

̂ℒ𝑛(𝑓𝑡), 𝑓0 = 0, （3.27）

其中 ∇ℋ𝑘
𝑓 表示在 ℋ𝑘中的梯度。具体地，可以计算得到

∇ℋ𝑘
𝑓

̂ℒ𝑛(𝑓 ) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑦𝑖)𝑘𝑥𝑖 = ̂𝑇𝑘𝑓 − ̂𝑔𝑍 . （3.28）

由此，可以给出该梯度流方程的闭式解，并给出滤谱函数

𝜑GF
𝜆 (𝑧) = 1 − e−𝑡𝑧

𝑧 , 𝜓GF
𝜆 (𝑧) = e−𝑡𝑧, 𝑡 = 𝜆−1. （3.29）

同样容易证明 𝑧 = 0是 𝜑GF
𝜆 (𝑧)的可去奇点，因此 𝜑GF

𝜆 (𝑧)和 𝜓GF
𝜆 (𝑧)在整个复平面上

均是解析的。此外，利用初等不等式可以证明，梯度流方法的修饰阶为 𝜏max = ∞，
且其常数为 𝐹𝜏 = (𝜏/𝑒)𝜏。

例 3.7 (梯度下降)： 梯度下降方法是梯度流的离散版本。设 𝜂 > 0为固定的步长。

46



第 3章 核回归的泛化误差分析

那么，对经验损失进行 𝑡步梯度下降迭代，即可产生滤谱函数

𝜑GD
𝜆 (𝑧) = 𝜂

𝑡−1

∑
𝑘=0

(1 − 𝜂𝑧)𝑘 = 1 − (1 − 𝜂𝑧)𝑡

𝑧 , 𝜆 = (𝜂𝑡)−1,

𝜓GD
𝜆 (𝑧) = (1 − 𝜂𝑧)𝑡.

（3.30）

此外，当 𝜂足够小时（例如 𝜂 < 1/(2𝜅2)），对于 𝑧 ∈ 𝐷𝜆有 Re(1 − 𝜂𝑧) > 0，因此即
使 𝑡不是整数，也可以取 (1 − 𝜂𝑧)𝑡的单值分支。这样可以扩展滤谱函数的定义，使

得 𝜆可以取任意值，且 𝑡 = (𝜂𝜆)−1。同样容易证明 𝑧 = 0是 𝜑GD
𝜆 (𝑧)的可去奇点。因

此，𝜑GD
𝜆 (𝑧)和 𝜓GD

𝜆 (𝑧)在 𝐷𝜆上是解析的。与梯度流方法类似，梯度下降方法的修

饰阶也为 𝜏max = ∞，且 𝐹𝜏 = (𝜏/𝑒)𝜏。

3.2 谱算法的泛化误差与序列模型的等价性

3.2.1 序列模型中的收缩估计量

一种直观的理解谱算法的方法是考虑非参数回归所对应的高斯序列模型

（Gaussian sequence model） [40,90]，而将谱算法视为一种收缩估计量（shrinkage es-

timator）。回顾谱算法的估计量 ̂𝑓𝜆 = 𝜑𝜆( ̂𝑇𝑘) ̂𝑔𝑍。由 ̂𝑇𝑘 的表达式 (3.19)，可以将其

视为对协方差算子 𝑇 的经验估计；类似地， ̂𝑔𝑍 也可以视为对 𝑔 = 𝑆𝑘𝑓 ∗ 的经验估

计。将这两个量替换成它们所对应的理想值后，得到如下的“理想”估计量：

̃𝑓 ∗
𝜆 = 𝜑𝜆(𝑇 )𝑆𝑘𝑓 ∗.

现在可以通过 (3.8)所给出的特征函数基 (𝑒𝑗)𝑗⩾1 展开该估计量。假设在这组基下，

回归函数 𝑓 ∗具有展开

𝑓 ∗ =
∞

∑
𝑗=1

𝜃∗
𝑗 𝑒𝑗 ,

其中 𝜃∗
𝑗 = ⟨𝑒𝑗 , 𝑓 ∗⟩𝐿2 为展开系数。此时，这个估计量可以写成

̃𝜃∗
𝑗 = ⟨𝑒𝑗 , ̃𝑓 ∗

𝜆 ⟩𝐿2 = [𝜑𝜆(𝜆𝑗)𝜆𝑗] 𝜃∗
𝑗 , 𝑗 ⩾ 1.

这种形式的估计量被称为收缩估计量，因为它通过乘以因子 𝜑𝜆(𝜆𝑗)𝜆𝑗 来“收缩”原

始系数 𝜃∗
𝑗。

虽然上述的理想化情况实际上忽视了噪声和有限样本效应，但是这样的序列

形式展开为理解谱算法提供了有价值的视角。事实上，序列模型，特别是高斯序

列模型（Gaussian sequence model），在非参数统计中被广泛用于分析各种估计量的

性质 [90]。在高斯序列模型的框架下，观测到 𝑛个样本的非参数回归问题对应于如
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下的高斯序列模型：

𝑧𝑗 = 𝜃∗
𝑗 + 𝜎𝑛−1/2𝜉𝑗 , 𝑗 ⩾ 1, （3.31）

其中无穷序列 (𝑧𝑗)𝑗⩾1 为观测值，𝜃∗
𝑗 是待估计的真实参数，𝜎 > 0为噪声水平，且

𝜉𝑗
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝒩 (0, 1)。本章将在第 4.3节中给出两者之间的近似等价的更多解释。此时，

谱算法的估计量 ̂𝑓𝜆对应于如下的收缩估计量：

̂𝜽𝜆 = ( ̂𝜃𝜆,𝑗)𝑗⩾1 , ̂𝜃𝜆,𝑗 = [𝜑𝜆(𝜆𝑗)𝜆𝑗] 𝑧𝑗 , 𝑗 ⩾ 1. （3.32）

对于序列模型的估计量 ̂𝜽𝜆，其泛化误差定义为

ℛseq( ̂𝜽𝜆; 𝜽∗) = 𝔼 [‖ ̂𝜽𝜆 − 𝜽∗‖
2
2] =

∞

∑
𝑗=1

𝔼 ( ̂𝜃𝜆,𝑗 − 𝜃∗
𝑗 )

2
. （3.33）

事实上，利用 (3.32)和偏差-方差分解，很容易计算这个收缩估计量的泛化误差，它

可以分解为偏差项和方差项之和：偏差项为

Bias2
seq(𝜑𝜆; 𝜽∗) = ℛ2

𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) ≔
∞

∑
𝑗=1

[𝜓𝜆(𝜆𝑗)]
2

(𝜃∗
𝑗 )

2
= ‖𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗‖

2
𝐿2 , （3.34）

方差项为

Varseq(𝜑𝜆) = 𝜎2

𝑛

∞

∑
𝑗=1

[𝜆𝑗𝜑𝜆(𝜆𝑗)]
2 = 𝜎2

𝑛 𝒩2,𝜑(𝜆), （3.35）

其中引入 𝑝 ⩾ 1阶的 𝜑-有效维度：

𝒩𝑝,𝜑(𝜆) ≔
∞

∑
𝑗=1

[𝜆𝑗𝜑𝜆(𝜆𝑗)]
𝑝 =

∞

∑
𝑚=1

𝑑𝑚 [𝜇𝑚𝜑𝜆(𝜇𝑚)]
𝑝 . （3.36）

这个定义推广了经典的有效维度（effective dimension）概念 [14]。特别地，𝑝 = 1阶
的 𝜑Rid-有效维度即为前人工作中考虑的普通有效维度（参见证明中的 (3.49)）。将

收缩估计量的泛化误差的显式表达式总结如下：

ℛseq( ̂𝜽𝜆; 𝜽∗) =
∞

∑
𝑗=1

[𝜓𝜆(𝜆𝑗)]
2

(𝜃∗
𝑗 )

2
+ 𝜎2

𝑛

∞

∑
𝑗=1

[𝜆𝑗𝜑𝜆(𝜆𝑗)]
2 . （3.37）

3.2.2 额外假设

在陈述主定理之前，本章引入两个假设。第一个假设关于噪声。该假设非常标

准，若噪声独立于输入 𝑥且方差有界，则该假设自然满足。
假设 3.4 (噪声)： 假设

𝔼(𝑥,𝑦)∼𝜌 [(𝑦 − 𝑓 ∗(𝑥))
2

| 𝑥] = 𝜎2 > 0, 𝜇-几乎处处 (a.e.) 𝑥 ∈ 𝒳. （3.38）

第二个假设关于回归函数 𝑓 ∗。回想插值空间的定义，以及 {𝑒𝑚,𝑙 ∶ 𝑚 ⩾ 1, 1 ⩽
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𝑙 ⩽ 𝑑𝑚}构成了 𝐿2中的一组正交集。首先，假设回归函数在 𝐿2范数意义下具有如

下展开：

𝑓 ∗ =
∞

∑
𝑚=1

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑓𝑚,𝑙𝑒𝑚,𝑙. （3.39）

这里注意到 ̄𝑓 2
𝑚 ≔ ∑𝑑𝑚

𝑙=1 |𝑓𝑚,𝑙|
2 = ‖𝑃𝑉𝑚𝑓 ∗

‖
2

𝐿2
关于 𝑉𝑚的正交基 {𝑒𝑚,𝑙}

𝑑𝑚
𝑙=1的选择是不

变的。随后，假设回归函数满足如下源条件（source condition）。

假设 3.5 (源条件)： 存在 𝑠 > 0使得对于任何 𝑡 < 𝑠均有 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡，且 𝑓 ∗ ≠ 0；
若 𝑠 < 2𝜏max，则满足

∑
𝑚∶𝜇𝑚<𝜆

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑓𝑚,𝑙|
2 = ∑

𝑚∶𝜇𝑚<𝜆
̄𝑓 2

𝑚 = 𝛺(𝜆𝑠). （3.40）

该假设假定回归函数可以近似地由平滑指数为 𝑠的幂律衰减来刻画，但不要
求 𝑓 ∗的系数严格按幂律衰减，从而允许考虑更广泛的回归函数。注意到，由于本

章需要建立精确的泛化误差曲线，因此以尾项和的形式呈现的下界也是必要的。下

文给出了满足假设 3.5的回归函数示例，其证明推迟至第 3.5.4小节。

例 3.8 (精确幂律 𝑓 ∗)： 设假设 3.1成立，且对于某些 𝛾 ⩾ 1有∑𝑚
𝑘=1 𝑑𝑘 ≍ 𝑚𝛾。假

设 𝑓 ∗ 满足：对于某些 𝑝 > 1，有 ̄𝑓𝑚 ≍ 𝑚−(𝛾𝑝+1)/2。则 𝑓 ∗ 对于 𝑠 = 𝑝
𝛽 满足假设 3.5。

特别地，略微滥用符号，若将 (𝑓𝑚,𝑙)重新排列为

(𝑓𝑗)𝑗⩾1 = (𝑓1,1, ⋯ , 𝑓1,𝑑1 , 𝑓2,1, ⋯ , 𝑓𝑚,1, ⋯ , 𝑓𝑚,𝑑𝑚 , ⋯ ).

那么，该示例包含了 Cui et al. [49], Li et al. [88] 中考虑的 |𝑓𝑗| ≍ 𝜆
𝑠
2
𝑗 𝑗− 1

2 ≍ 𝑗− 𝑠𝛽+1
2 的情

形。

还可以考虑如下系数存在“间隙”的情况。

例 3.9： 在本例中，假设假设 3.1成立，并考虑前例中引入的 (𝑓𝑗)𝑗⩾1。假设对于某

些 𝑞 ⩾ 1, 𝑝 > 1，有

⎧⎪
⎨
⎪⎩

|𝑓𝑗(𝑙)| ≍ 𝑙−(𝑝+1)/2, 𝑙 = 1, 2, ⋯ ,

𝑓𝑗 = 0, 其他情形,

其中 𝑗(𝑙) ≍ 𝑙𝑞。此时，𝑓 ∗对于 𝑠 = 𝑝/(𝑞𝛽)满足假设 3.5。

3.2.3 主定理

为了评估谱算法 ̂𝑓𝜆的性能，考虑如下定义的泛化误差（或超额风险）
[13]：

‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 = 𝔼𝑥∼𝜇 ( ̂𝑓𝜆(𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥))

2 .

49



第 3章 核回归的泛化误差分析

此外，考虑其关于 𝑋 的条件期望更为方便，定义

ℛKer( ̂𝑓𝜆, 𝑓 ∗) ≔ 𝔼 [‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 ∣ 𝑋] . （3.41）

这仍是一个依赖于 𝑋 的随机变量。若噪声 𝜖 = 𝑦 − 𝑓 ∗(𝑥)独立于 𝑥，则该条件期望
仅是对噪声取期望。本章的主要结果将以高概率形式推导该量的精确估计。

现在，可以陈述谱算法泛化误差的主定理。

定理 3.1： 在假设 3.1、3.2、3.3、3.4和 3.5下，对于 𝜆 = 𝜆(𝑛) → 0，有：
• 若存在 𝜃 < 𝛽 使得 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)，则

ℛKer( ̂𝑓𝜆, 𝑓 ∗) = (1 + 𝑜ℙ(1))ℛSeq( ̂𝜽𝜆, 𝜽∗), （3.42）

其中后者是序列模型中收缩估计量 ̂𝜽𝜆的泛化误差。

• 若 𝜆 = 𝑂(𝑛−𝛽)，则

ℛKer( ̂𝑓𝜆, 𝑓 ∗) = 𝛺ℙ ((ln 𝑛)−4𝜎2) . （3.43）

3.3 结果的讨论与应用

本节从以下几个方面讨论本章的主要结果：

3.3.1 极小极大速率

定理 3.1 自然地导出了前人工作中推导出的谱算法的极小极大最优速率（参

见 Zhang et al. [36], Lin et al. [44] 及其参考文献）。进一步假设 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑠 且 𝑠 ⩽ 2𝜏
（如标准文献所示）。那么对于偏差项，引理 3.3表明：

ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) = ‖𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗‖

2
𝐿2 = 𝑂(𝜆𝑠).

对于方差项，命题 3.9表明：
𝜎2

𝑛 𝒩2,𝜑(𝜆) ≍ 𝜎2

𝑛 𝜆−1/𝛽 .

因此，选择 𝜆 ≍ 𝑛−𝜃，其中 𝜃 = 1
𝑠𝛽+1（如现有文献所示），可得到最优速率的上界：

𝔼 [‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 | 𝑋] = 𝑂ℙ (𝑛− 𝑠𝛽

𝑠𝛽+1
) .

对于极小极大速率的下界，Caponnetto et al. [14], Zhang et al. [36], Lin et al. [44] 已证明

如下结果：

lim inf
𝑛→∞

inf̂
𝑓

sup
𝑓 ∗∈[ℋ𝑘]𝑠

‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑠⩽𝑅

ℙ {‖ ̂𝑓 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 ⩾ 𝑐𝑛− 𝑠𝛽

𝑠𝛽+1
} > 0. （3.44）
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3.3.2 精确的泛化误差曲线

本章的结果提供了谱算法泛化误差的完整图景，展示了正则化参数的选择、回

归函数的源条件、噪声水平以及滤谱函数的选择所带来的影响。就正则化而言，随

着正则化强度 𝜆的减小，偏差减小而方差增加，表明谱算法也存在“偏差-方差权

衡”（bias-variance trade-off），且学习曲线呈传统的 U型。这也说明，为了达到最

优速率，必须合理选择 𝜆。
本章结果的主要优势在于，当 𝜆处于合理范围内时，它为特定的谱算法提供

了泛化误差的精确 1 + 𝑜ℙ(1)形式。相比之下，之前关于极小极大最优速率的工作
（例如 Caponnetto et al. [14], Zhang et al. [36], Lin et al. [44]）通常仅能提供上界。虽然

其结果也能部分反映偏差-方差权衡，但仅限于“上界形式”。更准确地说，他们证

明了：

Error(𝜆) = Bias(𝜆) + Var(𝜆), 且 Bias(𝜆) ≲ 𝐵(𝜆), Var(𝜆) ≲ 𝑉 (𝜆),

然后通过平衡 𝐵(𝜆)和 𝑉 (𝜆)来选择最优的 𝜆。他们进一步验证，对于这样的 𝜆选
择，上界 𝐵(𝜆) + 𝑉 (𝜆)可以匹配极小极大下界。然而，由于 𝐵(𝜆)和 𝑉 (𝜆)仅仅是上
界，无法保证它们能反映精确的偏差-方差权衡。此外，近期关于谱算法的标准方

法是应用所谓的“逼近-估计分解”（参见例如 Lin et al. [44] 中定理 4.2证明的开头）

来分析泛化误差，这会直接丢失精确的偏差-方差权衡。

相比之下，本章的结果为任何满足 𝜆 ∝ 𝑛−𝜃, 𝜃 ∈ (0, 𝛽)的 𝜆建立了 Bias(𝜆)和
Var(𝜆)的 1 + 𝑜𝑃 (1)形式的精确逼近，在不丢失常数因子的前提下提供了精确的偏
差-方差权衡。对于一般谱算法，据作者所知，本文首次给出了此类 1 + 𝑜ℙ(1)形式
的精确泛化误差曲线。

精确泛化误差的 1 + 𝑜ℙ(1)形式意味着此结果可以给出泛化误差中的常数因子。
它可以精确反映回归函数的量级和噪声如何影响泛化误差。此外，从先验（oracle）

的角度来看，最小化 (3.42)中的两项之和将产生 𝜆 = 𝜆(𝑛)的最佳选择和最佳泛化
误差，这已超越了单纯的渐近速率研究。

3.3.3 插值情形

本文将弱正则化（即 𝜆 = 𝜆(𝑛) = 𝑂(𝑛−𝛽)）的情形称为“插值情形”（interpolating

regime）。定理 3.1表明，在该情形下，泛化误差的阶为 𝛺ℙ((ln 𝑛)−4)，这几乎是一
个常数，说明估计器完全不具备泛化能力。

核方法在插值情形下的性能在以往文献中也有讨论。在受限设置下，多项工

作 [45-47] 展示了核最小范数插值器（即谱算法在 𝜆 → 0+ 时的极限）的不一致性。

与本文最相关的是，Li et al. [89] 证明了对于满足嵌入指数条件的 Hölder连续的核
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函数相关的一般再生核希尔伯特空间，核回归在插值情形下的泛化误差对于任何

𝜀 > 0均为 𝛺ℙ(𝑛−𝜀)。相比之下，本章去除了 Hölder连续性的条件，并通过利用正

则再生核希尔伯特空间条件改进分析，为插值情形下的谱算法提供了更好的下界

𝛺ℙ((ln 𝑛)−4)。本文认为，这一改进后的下界进一步证实了核方法在插值情形下不
具备泛化能力，从而突显了正则化的必要性。

3.3.4 饱和效应

饱和效应是指对于某种修饰阶有限的谱算法，当回归函数的平滑度超过其修

饰阶时，该算法无法达到极小极大最优收敛速率。由于传统文献仅提供泛化误差

的上界，他们无法证明饱和效应。近期工作 Li et al. [91] 严格证明了修饰阶 𝜏max = 1
的核岭回归的饱和效应，但对于具有更高（但有限）修饰阶的其他谱算法（如迭代

岭正则化，见例子 3.5）尚无结果。

得益于精确的泛化误差曲线，本章的结果可以证明具有更高修饰阶的谱算法

的饱和效应。考虑一个修饰阶有限（𝜏max < ∞）的谱算法，例如迭代岭正则化。那
么，对于满足 𝑠 ⩾ 2𝜏max且 𝑓 ∗ ≠ 0的 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑠，显而易见：

ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) =

∞

∑
𝑚=1

𝜓𝜆(𝜇𝑚)2 ̄𝑓 2
𝑚 ⩾

∞

∑
𝑚=1

𝐹 𝜆2𝜏 ̄𝑓 2
𝑚 = 𝐹 ‖𝑓 ∗‖

2
𝐿2 𝜆2𝜏 .

因此，结合引理 3.3中的上界，得出结论 ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) ≍ 𝜆2𝜏。随后，当 𝜆不太小时，

主定理给出：

𝔼 [‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 | 𝑋] = (1 + 𝑜ℙ(1)) (ℛ2

𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 𝜎2

𝑛 𝒩2,𝜑(𝜆))

= 𝛺ℙ (𝜆2𝜏 + 𝜎2

𝑛 𝜆−1/𝛽
) = 𝛺ℙ (𝑛− 2𝜏𝛽

2𝜏𝛽+1
) .

为了覆盖 𝜆可能过小的情形，可以考虑 ̄𝜆 = max(𝜆, 𝑛−𝜃)（其中 𝜃 < 𝛽），并应用方
差项的单调性（引理 3.5），如 Li et al. [91] 所述。将其总结为以下推论。

推论 3.1 (饱和效应)：假设 3.1、3.2、3.3、3.4成立。令𝜑𝜆为修饰阶 𝜏 = 𝜏max < ∞的
滤谱函数。那么，对于任何满足 𝑠 ⩾ 2𝜏 的非零 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑠，对于任何 𝜆 = 𝜆(𝑛) → 0
的选择，有：

𝔼 [‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 | 𝑋] = 𝛺ℙ (𝑛− 2𝜏𝛽

2𝜏𝛽+1
) . （3.45）

此外，当下界在 𝜆 ≍ 𝑛−𝜃（其中 𝜃 = 𝛽
2𝜏𝛽+1）时达到。
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3.3.5 与 Le Cam等价性的比较

将非参数回归问题与高斯序列模型进行比较的想法也是传统文献中的一个重

要主题，但此前主要以 Le Cam等价性（Le Cam equivalence）的形式出现 [92-93]。这

些工作旨在证明，在适当的正则性条件下，非参数回归问题与高斯序列模型在 Le

Cam距离意义下是等价的。Le Cam距离衡量了两种统计实验之间的差异，定义为

𝛥(ℰ1,𝑛, ℰ2,𝑛; 𝛩) = sup
{𝑖,𝑗}={1,2}

sup
̂𝜃𝑖,𝑛

inf
̂𝜃𝑗,𝑛

sup
𝜃∗∈𝛩

|ℛ1( ̂𝜃𝑖,𝑛; 𝜃∗) − ℛ2( ̂𝜃𝑗,𝑛; 𝜃∗)| ,

其中 ℰ𝑖,𝑛表示第 𝑖个统计实验， ̂𝜃𝑖,𝑛是在该实验下的估计量，ℛ𝑖( ̂𝜃𝑖,𝑛; 𝜃∗)是其风险。
若 𝛥(ℰ1,𝑛, ℰ2,𝑛; 𝛩) → 0，则称这两个实验在参数空间 𝛩上是 Le Cam等价的。然而，

这样的 Le Cam等价性结果虽然能说明上述风险差异趋于零，但往往无法说明该误

差项趋于零的速率快于最优速率。此外，虽然在等价性的证明过程中可以给出非

参数回归问题对应的高斯序列模型的特定估计量，但是对于谱算法，这些估计量

的对应形式往往并不是前面讨论的收缩估计量。相比之下，本章的结果直接针对

谱算法，提供了其泛化误差的精确估计，是比 Le Cam等价性框架更加具体而精细

的分析。

3.3.6 解析算子演算论证

作为本章的技术贡献之一，本章在谱算法的背景下开发了一种基于解析算子

演算（analytic functional calculus）的“解析算子演算技巧”，这使本文能够推导出

精确的泛化误差曲线。虽然算子演算在算子摄动理论中有着悠久的历史 [86,94]，但

据作者所知，本文首次将其系统用于谱算法分析。首先，本文想说明这里的难点

以及为什么现有技术不适用。

关于最优速率的传统文献仅关注上界，其基于“逼近-估计分解”的方法（例

如 Zhang et al. [36] 中的式 (88)）不适用于下界分析。此外，通常提供下界比提供上

界更困难，因为前者要求误差项是无穷小量。对于核岭回归的简单情况，严格的

工作 [88] 确定了渐近收敛速率，但其证明方法必须依赖于核岭回归的预解式恒等式

（resolvent identity），即：

𝜑Rid
𝜆 (𝐴) − 𝜑Rid

𝜆 (𝐵) = (𝐴 + 𝜆)−1 − (𝐵 + 𝜆)−1 = (𝐴 + 𝜆)−1(𝐵 − 𝐴)(𝐵 + 𝜆)−1,

以及 𝜓Rid
𝜆 (𝐴) = 𝜆(𝐴 + 𝜆)−1。这一恒等式对于将随机项（见 (3.48)）集中到 (3.42)右

侧出现的非随机对应项至关重要，期间会遇到诸如𝜑𝜆(𝑇 )−𝜑𝜆( ̂𝑇𝑘)和𝜓𝜆(𝑇 )−𝜓𝜆( ̂𝑇𝑘)
之类的量。然而，对于一般的谱算法，不可能推导出类似的恒等式。此外，还必须

考虑到 𝜆的影响。
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本章的“解析算子演算论证”利用解析算子演算克服了这些困难：

𝜑𝜆(𝐴) − 𝜑𝜆(𝐵) = − 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤

𝜑𝜆(𝑧) [𝑅𝐴(𝑧) − 𝑅𝐵(𝑧)] d𝑧

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤

𝑅𝐵(𝑧)(𝐴 − 𝐵)𝑅𝐴(𝑧)𝜑𝜆(𝑧) d𝑧,

其中𝑅𝐴(𝑧) = (𝐴 − 𝑧)−1是 𝐴的预解式，𝛤 是围道。此时，积分中的项与核岭回归的
项相似（但注意此时 𝑧是复数）。令人惊讶的是，通过根据 𝜆精心选择围道 𝛤，这
一关键公式使本文能够应用关于预解式的集中结果并推导出非常精确的估计，从

而得到精确的泛化误差曲线。本文相信，这种新颖的技术具有独立的理论价值，并

可应用于其他问题。

3.4 主定理的证明

3.4.1 证明思路

现在给出 定理 3.1 的证明思路。第一步是传统的偏差-方差分解，这也是文

献 [88] 中的标准做法。首先定义一些基于样本点 𝑋 的条件期望所得到的量：

̃𝑔𝑋 ≔ 𝔼 (𝑔𝑍|𝑋) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑆𝑘,𝑥𝑖𝑓
∗(𝑥𝑖) ∈ ℋ𝑘, （3.46）

̃𝑓𝜆 ≔ 𝔼 ( ̂𝑓𝜆|𝑋) = 𝜑𝜆( ̂𝑇 ) ̃𝑔𝑋 ∈ ℋ𝑘. （3.47）

命题 3.2： 在假设 3.4下，有

𝔼 [‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 | 𝑋] = ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖

2
𝐿2 + 𝜎2

𝑛2

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘(𝑥𝑖, ⋅)‖
2
𝐿2

≕ Bias2(𝜆) + Var(𝜆),
（3.48）

其中注意到 Bias2(𝜆)和 Var(𝜆)仍然是依赖于 𝑋 的随机变量。
随后，将在定理 3.2和定理 3.3中分别证明，对于 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)，𝜃 < 𝛽，有：

Var(𝜆) = (1 + 𝑜ℙ(1))𝜎2

𝑛 𝒩2,𝜑(𝜆),

Bias2(𝜆) = ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 𝑜ℙ(1) (ℛ2

𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 1
𝑛𝒩2,𝜑(𝜆)) .

此外，在推论 3.3中，利用 Var(𝜆)的单调性，还可以给出当 𝜆 = 𝑂(𝑛−𝛽)时 Var(𝜆)
的一个下界。最后，将所有结论综合起来即可完成定理 3.1的证明。

章节结构 在下文中，首先在命题 3.2 中给出偏差-方差分解的简单证明。在

第 3.4.2 小节中，将推导后续使用的一些基本量的估计。在第 3.4.3 小节中，将

使用集中不等式获得一些中间但关键量的高概率界。第 3.4.4小节回顾解析算子演
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算的基本事实，并定义证明中至关重要的围道。最后，在第 3.4.5小节和第 3.4.6小

节中证明这两项的估计。

额外记号 在后续的证明中，将省略 𝐿𝑘, 𝑇𝑘 和 ̂𝑇𝑘 的下标 𝑘，直接写作 𝐿, 𝑇 和 ̂𝑇。
由于前面关于预备知识的讨论，也可以不显式区分积分算子𝐿和协方差算子 𝑇。为
了与前人文献 [95] 保持一致，本章统一使用 𝑇 来表示积分算子。本章将引入以下记
号：

𝑇𝜆 = 𝑇 + 𝜆𝐼, ̂𝑇𝜆 = ̂𝑇 + 𝜆𝐼.

命题 3.2的证明 设 𝜖𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑓 ∗(𝑥𝑖)为噪声。将 (3.20)代入 (3.24)，可得

̂𝑓𝜆 = 𝜑𝜆( ̂𝑇 ) ̂𝑔𝑍 = 𝜑𝜆( ̂𝑇 )
(

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑆𝑘,𝑥𝑖(𝑓
∗(𝑥𝑖) + 𝜖𝑖))

= 𝜑𝜆( ̂𝑇 )1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑆𝑘,𝑥𝑖𝑓
∗(𝑥𝑖) + 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖

= ̃𝑓𝜆 + 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖 ,

因此

̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗ = ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗ + 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖 .

对 𝑋 取条件期望，并利用 {𝜖𝑖}𝑛
𝑖=1 在给定 𝑋 条件下是独立同分布的零均值随机变

量这一事实，以及假设 3.4，得到

𝔼 [‖ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 | 𝑋] = 𝔼 [⟨ ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗, ̂𝑓𝜆 − 𝑓 ∗⟩𝐿2 | 𝑋]

= ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 + 2𝔼

[
Re

⟨
̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗, 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖⟩
𝐿2

| 𝑋
]

+ 𝔼
⎡⎢⎢⎣‖

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖

2

𝐿2
| 𝑋

⎤⎥⎥⎦

= ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 + 1

𝑛2 𝔼
[⟨

𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖 ,
𝑛

∑
𝑖=1

𝜖𝑖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖⟩
𝐿2

| 𝑋
]

= ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 + 1

𝑛2

𝑛

∑
𝑖=1

𝔼(𝜖2
𝑖 |𝑋) ‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘(𝑥𝑖, ⋅)‖

2
𝐿2

= ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 + 𝜎2

𝑛2

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘(𝑥𝑖, ⋅)‖
2
𝐿2 .
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3.4.2 基本量控制

记再生核希尔伯特空间 ℋ𝑘的（𝑝 ⩾ 1阶）有效维度为：

𝒩𝑝(𝜆) ≔
∞

∑
𝑖=1 (

𝜆𝑖
𝜆 + 𝜆𝑖 )

𝑝
. （3.49）

该量对应于之前在 (3.36)中定义的 𝜑Rid-有效维度。当 𝑝 = 1时，它就是文献 [14]中

常用的普通有效维度。

下面首先利用正则再生核希尔伯特空间条件给出正则化基函数的控制。

引理 3.1： 在假设 3.2下，对于任何 𝑥 ∈ 𝒳，

‖𝜑1/2
𝜆 (𝑇 )𝑘𝑥‖

2
ℋ𝑘

⩽ 𝑀𝒩1,𝜑(𝜆), ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 ⩽ 𝑀𝒩2,𝜑(𝜆). （3.50）

特别地，对于 𝜑𝜆 = 𝜑Rid
𝜆 ，有

‖𝑇 −1/2
𝜆 𝑘𝑥‖

2
ℋ𝑘

⩽ 𝑀𝒩1(𝜆), ‖𝑇 −1
𝜆 𝑘𝑥‖

2
𝐿2 ⩽ 𝑀𝒩2(𝜆). （3.51）

证明 利用特征值分解 (3.7)以及Mercer分解 (3.8)，有

‖𝜑1/2
𝜆 (𝑇 )𝑘𝑥‖

2
ℋ𝑘

=
‖
‖
‖‖

𝜑1/2
𝜆 (𝑇 )

∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑒𝑚,𝑙(𝑥)𝑒𝑚,𝑙
‖
‖
‖‖

2

ℋ𝑘

=
‖
‖
‖‖

∞

∑
𝑚=1

𝜑1/2
𝜆 (𝜇𝑚)𝜇𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑒𝑚,𝑙(𝑥)𝑒𝑚,𝑙
‖
‖
‖‖

2

ℋ𝑘

=
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚𝜑𝜆(𝜇𝑚)
𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2 .

注意到由于 𝜇𝑚 是递减的且 𝑡𝜑𝜆(𝑡)随 𝑡减小而减小，故 𝑎𝑚 = 𝜇𝑚𝜑𝜆(𝜇𝑚)是递减的。
利用命题 3.10和假设 3.2可得

‖𝜑1/2
𝜆 (𝑇 )𝑘𝑥‖

2
ℋ𝑘

⩽ 𝑀
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚𝜑𝜆(𝜇𝑚)𝑑𝑚 = 𝑀𝒩1,𝜑(𝜆).

同理，

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 =

∞

∑
𝑚=1

(𝜇𝑚𝜑𝜆(𝜇𝑚))
2

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2 ⩽ 𝑀𝒩2,𝜑(𝜆).

在幂律衰减假设 3.1 下，有有效维度的如下渐近性质，证明参见附录中的命

题 3.9。

引理 3.2： 设假设 3.1成立，𝜑𝜆 为满足 (3.22)和 (3.23)的滤谱函数。则对于任何

56



第 3章 核回归的泛化误差分析

𝑝 ⩾ 1和 𝜆 > 0，有

𝒩𝑝,𝜑(𝜆) ≍ 𝜆−1/𝛽 . （3.52）

特别地，对于 𝜑𝜆 = 𝜑Rid
𝜆 ，有𝒩𝑝(𝜆) ≍ 𝜆−1/𝛽。

以下引理控制了剩余项，该引理将用于偏差项的证明。

引理 3.3： 假设 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡。令 𝜑𝜆为修饰阶为 𝜏 的滤谱函数，且 𝑓 ∗
𝜆 = 𝜑𝜆(𝑇 )𝑇 𝑓 ∗。

则对于 𝛾 ∈ [0, 𝑡]，有

‖𝑓 ∗ − 𝑓 ∗
𝜆 ‖[ℋ𝑘]𝛾 = ‖𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝛾 ⩽ 𝐹𝜃𝜅(𝑡−𝛾−2𝜏)+

‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡 𝜆𝜃, （3.53）

其中 𝜃 = min(
𝑡−𝛾

2 , 𝜏)。此外，对于 𝛾 ∈ [0, 2 + 𝑡]，有

‖𝑓 ∗
𝜆 ‖[ℋ𝑘]𝛾 ⩽ 𝐸𝜅(𝑡−𝛾)+

‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡 𝜆− (𝛾−𝑡)+
2 . （3.54）

证明 由于 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡，可以找到 ℎ ∈ 𝐿2使得 𝑓 ∗ = 𝑇 𝑡/2ℎ且 ‖ℎ‖𝐿2 = ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡。那

么，

‖𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝛾 = ‖𝑇 −𝛾/2𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝑡/2ℎ‖𝐿2 ⩽ ‖𝑇
𝑡−𝛾

2 𝜓𝜆(𝑇 )‖ℬ(𝐿2)
‖ℎ‖𝐿2

⩽ ‖𝑇
(𝑡−𝛾−2𝜏)+

2 ‖ ‖𝑇 𝜃𝜓𝜆(𝑇 )‖ℬ(𝐿2) ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡

⩽ 𝐹𝜃𝜅(𝑡−𝛾−2𝜏)+
‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡 𝜆𝜃,

其中 𝜃 = min(
𝑡−𝛾

2 , 𝜏)，并且在最后一个不等式中使用了 (3.23)。对于第二个不等

式，有

‖𝑓 ∗
𝜆 ‖[ℋ𝑘]𝛾 = ‖𝑇 − 𝛾

2 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑇
𝑡
2 ℎ‖𝐿2

⩽ ‖𝑇
2+𝑡−𝛾

2 𝜑𝜆(𝑇 )‖ℬ(𝐿2)
‖ℎ‖𝐿2

⩽ ‖𝑇
(𝑡−𝛾)+

2 ‖ ‖𝑇 1− (𝛾−𝑡)+
2 𝜑𝜆(𝑇 )‖ℬ(𝐿2)

‖ℎ‖𝐿2

⩽ 𝐸𝜅(𝑡−𝛾)+
‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡 𝜆− (𝛾−𝑡)+

2 ,

其中最后一个不等式的第二项使用了 (3.90)。

命题 3.3： 设 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]0。假设 𝜑𝜆是在定义 3.3中定义的修饰阶为 𝜏max的滤谱函

数。则有

𝑅2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) ⩾ 1

4 ∑
𝑚∶𝜇𝑚< 𝜆

2𝐸

̄𝑓 2
𝑚.

此外，若 𝜏max < ∞，还有 𝑅2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) ⩾ ‖𝑓 ∗‖

2
𝐿2 𝐹 𝜆2𝜏max。
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因此，在假设 3.5下，有

𝑅2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) = 𝛺(𝜆min(𝑠,2𝜏max)). （3.55）

证明 回顾 (3.34)中 𝑅2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗)的定义。对于第一个估计，利用引理 3.10中的最后

一个控制，当 𝜇𝑚 ⩽ 𝜆
2𝐸 时，有 𝜓𝜆(𝜇𝑚) ⩾ 1/2，故

𝑅2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) =

∞

∑
𝑚=1

𝜓𝜆(𝜇𝑚)2 ̄𝑓 2
𝑚 ⩾ ∑

𝑚∶𝜇𝑚< 𝜆
2𝐸

𝜓𝜆(𝜇𝑚)2 ̄𝑓 2
𝑚 ⩾ 1

4 ∑
𝑚∶𝜇𝑚< 𝜆

2𝐸

̄𝑓 2
𝑚.

对于第二个估计，利用定义 3.3中的性质 (iv)，有

𝑅2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) =

∞

∑
𝑚=1

𝜓𝜆(𝜇𝑚)2 ̄𝑓 2
𝑚 ⩾

∞

∑
𝑚=1

𝐹 𝜆2𝜏max ̄𝑓 2
𝑚 = 𝐹 𝜆2𝜏max ‖𝑓 ∗‖

2
𝐿2 .

3.4.3 集中性质

利 用 正 则 再 生 核 希 尔 伯 特 空 间 条 件， 以 下 不 等 式 是 对 现 有 文

献 [89]Proposition 5.8中集中结果的改进。主要的改进在于，右侧出现的量𝒩1(𝜆) ≍ 𝜆−1/𝛽

严格小于其界限中出现的量𝑀𝛼𝜆−𝛼 (𝛼 > 1/𝛽)，而后者在 𝛼 → 1/𝛽 时是发散的。
命题 3.4： 在假设 3.2下，对于所有 𝛿 ∈ (0, 1)，至少以概率 1 − 𝛿有：

‖𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ℬ(ℋ𝑘)
⩽ 2

3𝑢 + √𝑢, （3.56）

其中

𝑢 = 𝑢(𝑛, 𝜆) = 2𝑀𝒩1(𝜆)
𝑛 ln

4(‖𝑇 ‖ + 𝜆)𝒩1(𝜆)
𝛿 ‖𝑇 ‖ . （3.57）

证明 将通过引理 3.13进行证明。定义

𝐴(𝑥) = 𝑇
− 1

2
𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆

以及 𝐴𝑖 = 𝐴(𝑥𝑖)。那么容易看出 𝔼(𝐴𝑖) = 0且

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝑇
− 1

2
𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆 ,

这正是所关注的量。此外，由于

𝑇
− 1

2
𝜆

̂𝑇 𝑇
− 1

2
𝜆 = 𝑇

− 1
2

𝜆 𝑆𝑘,𝑥𝑆∗
𝑘,𝑥𝑇

− 1
2

𝜆 = 𝑇
− 1

2
𝜆 𝑆𝑘,𝑥 [𝑇

− 1
2

𝜆 𝑆𝑘,𝑥]
∗

,

根据 (3.51)有

‖𝑇
− 1

2
𝜆

̂𝑇 𝑇
− 1

2
𝜆 ‖ℬ(ℋ𝑘)

= ‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑆𝑘,𝑥‖

2

ℬ(ℝ,ℋ𝑘)
= ‖𝑇

− 1
2

𝜆 𝑘𝑥‖
2

ℋ𝑘

⩽ 𝑀𝒩1(𝜆). （3.58）
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通过取期望，同样有 ‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ℬ(ℋ𝑘)
⩽ 𝑀𝒩1(𝜆)。因此，得到

‖𝐴‖ℬ(ℋ𝑘) ⩽ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ℬ(ℋ𝑘)
+ ‖𝑇

− 1
2

𝜆
̂𝑇 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ℬ(ℋ𝑘)
⩽ 2𝑀𝒩1(𝜆) ≕ 𝐿.

对于条件的第二部分，利用 𝔼(𝐵 − 𝔼(𝐵))2 ⪯ 𝔼(𝐵2)以及对于正自伴算子 𝐵 有
𝐵2 ⪯ ‖𝐵‖ 𝐵的事实（其中 ⪯表示由正算子诱导的偏序关系），有

𝔼(𝐴2) ⪯ 𝔼 (𝑇
− 1

2
𝜆

̂𝑇 𝑇
− 1

2
𝜆 )

2
⪯ 𝐿𝔼 (𝑇

− 1
2

𝜆
̂𝑇 𝑇

− 1
2

𝜆 ) = 𝐿𝑇 𝑇 −1
𝜆 ≕ 𝑉 ,

其中第二个 ⪯来自 (3.58)。因此，

‖𝑉 ‖ = 𝐿 ‖𝑇 𝑇 −1
𝜆 ‖ = 𝐿 𝜆1

𝜆 + 𝜆1
, Tr𝑉 = 𝐿Tr [𝑇 𝑇 −1

𝜆 ] = 𝐿𝒩1(𝜆),

𝐵 = ln 4Tr𝑉
𝛿 ‖𝑉 ‖ = ln

4(𝜆1 + 𝜆)𝒩1(𝜆)
𝛿𝜆1

.

最后，注意到引理中的量为：

2𝐿𝐵
3𝑛 = 4𝑀𝒩1(𝜆)𝐵

3𝑛 = 2
3𝑢, 2 ‖𝑉 ‖ 𝐵

𝑛 ⩽ 2𝑀𝒩1(𝜆)𝐵
𝑛 = 𝑢.

下一个引理是命题 3.4的推论。

引理 3.4： 假设假设 3.2成立。固定 𝛿 ∈ (0, 1)。记

𝑣 = 𝑣(𝑛, 𝜆) = 𝑀𝒩1(𝜆)
𝑛 ln

𝒩1(𝜆)
𝛿 . （3.59）

假设 𝜆 = 𝜆(𝑛) → 0满足 𝑣(𝑛, 𝜆) = 𝑜(1)。那么当 𝑛足够大时，至少以概率 1 − 𝛿有：

‖𝑇 −1/2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇 −1/2

𝜆 ‖ ⩽ 𝐶√𝑣, （3.60）

‖𝑇 −1/2
𝑋𝜆 𝑇 1/2

𝜆 ‖
2 = ‖𝑇 1/2

𝜆 𝑇 −1/2
𝑋𝜆 ‖

2 = ‖𝑇 1/2
𝜆 𝑇 −1

𝑋𝜆𝑇 1/2
𝜆 ‖ ⩽ 3,

‖𝑇 −1/2
𝜆 𝑇 1/2

𝑋𝜆 ‖
2 = ‖𝑇 1/2

𝑋𝜆 𝑇 −1/2
𝜆 ‖

2 = ‖𝑇 −1/2
𝜆 𝑇 1

𝑋𝜆𝑇 −1/2
𝜆 ‖ ⩽ 2,

（3.61）

其中 𝐶 是一个绝对常数。
结合引理 3.2，得到以下推论。

推论 3.2： 假设假设 3.1 和假设 3.2 成立。那么，只要对于某些 𝜃 < 𝛽 有 𝜆(𝑛) =
𝛺(𝑛−𝜃)，对于固定的 𝛿 ∈ (0, 1)，有 𝑣(𝑛, 𝜆) = 𝑜(1)，因此引理 3.4中的结论成立。

引理 3.4的证明 (3.60)是命题 3.4的直接推论，其中 𝑣 = 𝑜(1)且

𝑢 = 2𝑀𝒩1(𝜆)
𝑛 ln

4(𝜆1 + 𝜆)𝒩1(𝜆)
𝛿𝜆1

⩽ 𝐶0𝑣

对于某个绝对常数 𝐶0成立。对于第二部分，当 𝑛足够大使得 𝑢 ⩽ 1/4时，

‖𝑇 −1/2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇 −1/2

𝜆 ‖ ⩽ 2
3𝑢 + √𝑢 ⩽ 2

3.
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注意到 (𝑇 −1/2
𝑋𝜆 𝑇 1/2

𝜆 )
∗ = 𝑇 1/2

𝜆 𝑇 −1/2
𝑋𝜆 以及 ‖𝐴‖2 = ‖𝐴∗‖

2 = ‖𝐴∗𝐴‖，有

‖𝑇 −1/2
𝑋𝜆 𝑇 1/2

𝜆 ‖
2 = ‖𝑇 1/2

𝜆 𝑇 −1/2
𝑋𝜆 ‖

2 = ‖𝑇 1/2
𝜆 ( ̂𝑇 + 𝜆)−1𝑇 1/2

𝜆 ‖
= ‖[𝑇 −1/2

𝜆 ( ̂𝑇 + 𝜆)𝑇 −1/2
𝜆 ]

−1
‖

= ‖[𝐼 − 𝑇 −1/2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇 −1/2

𝜆 ]
−1

‖
⩽ [1 − ‖𝑇 −1/2

𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇 −1/2
𝜆 ‖]

−1 ⩽ 3,

其中最后一个不等式利用了 ‖(𝐼 − 𝐴)−1‖ ⩽ (1 − ‖𝐴‖)−1。

对于另一部分，有

‖𝑇 −1/2
𝜆 𝑇 1/2

𝑋𝜆 ‖
2 = ‖𝑇 1/2

𝑋𝜆 𝑇 −1/2
𝜆 ‖

2 = ‖𝑇 −1/2
𝜆 𝑇𝑋𝜆𝑇 −1/2

𝜆 ‖
= ‖𝐼 + 𝑇 −1/2

𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑇 )𝑇 −1/2
𝜆 ‖

⩽ 1 + ‖𝑇 −1/2
𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑇 )𝑇 −1/2

𝜆 ‖ ⩽ 2.

3.4.4 解析算子演算

基于解析算子的论证是本文的主要创新点之一。首先回顾一些关于解析算子

演算的基本事实。数学细节可参考例如 Simon [86]。

定义 3.4： 设 𝐴为 Banach空间𝑋上的线性算子。其“预解集”𝜌(𝐴)由下式给出：

𝜌(𝐴) ≔ {𝜆 ∈ ℂ ∣ 𝐴 − 𝜆是可逆的} ,

记 𝑅𝐴(𝜆) ≔ (𝐴 − 𝜆)−1。𝐴的谱定义为

𝜎(𝐴) ≔ ℂ\𝜌(𝐴).

解析算子演算中的一个简单但关键的成分是如下“预解式恒等式”：

𝑅𝐴(𝜆) − 𝑅𝐵(𝜆) = 𝑅𝐴(𝜆)(𝐵 − 𝐴)𝑅𝐵(𝜆) = 𝑅𝐵(𝜆)(𝐵 − 𝐴)𝑅𝐴(𝜆). （3.62）

预解式能够模拟 Cauchy积分公式的形式来定义 𝑓(𝐴)的值，其中 𝐴是一个算
子，𝑓 是解析函数。这通常被称为解析算子演算，参见例如 Simon [86]Theorem 2.3.1。

命题 3.5 (解析算子演算)：设𝐴为希尔伯特空间𝐻 上的算子，𝑓 为定义在𝐷𝑓 ⊂ ℂ
上的解析函数。令 𝛤 为包含在 𝐷𝑓 中并围住 𝜎(𝐴)的一条围道。则有

𝑓(𝐴) = 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤

𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝐴)−1 d𝑧 = − 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤

𝑓(𝑧)𝑅𝐴(𝑧) d𝑧, （3.63）

且该结果与 𝛤 的选择无关。
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注 3.7： 对于自伴紧算子 𝐴，有谱分解

𝐴 =
∞

∑
𝑖=1

𝜆𝑖 ⟨𝑒𝑖, ⋅⟩ 𝑒𝑖,

通常定义 𝑓(𝐴)为

𝑓(𝐴) =
∞

∑
𝑖=1

𝑓(𝜆𝑖) ⟨𝑒𝑖, ⋅⟩ 𝑒𝑖. （3.64）

事实上，该定义与命题 3.5中的定义是一致的。注意到 (3.64)对于连续函数 𝑓 同样
有效，且通过谱定理（例如参考 Simon [86]的第 5章节），也可以将其扩展到自伴

（不一定是紧）算子。

现在，令 𝛤 为包含在𝐷𝑓 中并同时围住 𝜎(𝐴)和 𝜎(𝐵)的一条围道。利用 (3.62)，

得到

𝑓(𝐴) − 𝑓(𝐵) = − 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤

𝑓(𝑧) [𝑅𝐴(𝑧) − 𝑅𝐵(𝑧)] d𝑧

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤

𝑅𝐵(𝑧)(𝐴 − 𝐵)𝑅𝐴(𝑧)𝑓 (𝑧) d𝑧.
（3.65）

将使用如下谱映射定理来控制证明中的一些算子范数，参见 Simon [86] 的定理

5.1.11。

命题 3.6 (谱映射定理)： 设 𝐴为有界自伴算子，𝑓 为 𝜎(𝐴)上的连续函数。则有

𝜎(𝑓(𝐴)) = {𝑓(𝜆) ∣ 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)} . （3.66）

因此，‖𝑓(𝐴)‖ = sup𝜆∈𝜎(𝐴) |𝑓 (𝜆)| ⩽ ‖𝑓‖∞。

最后，本章定义围道 𝛤𝜆：

𝛤𝜆 = 𝛤𝜆,1 ∪ 𝛤𝜆,2 ∪ 𝛤𝜆,3

𝛤𝜆,1 = {𝑥 ± (𝑥 + 𝜂)𝑖 ∈ ℂ ∣ 𝑥 ∈ [−𝜂, 0]}

𝛤𝜆,2 = {𝑥 ± (𝑥 + 𝜂)𝑖 ∈ ℂ ∣ 𝑥 ∈ (0, 𝜅2)}
𝛤𝜆,3 = {𝑧 ∈ ℂ ∣ |𝑧 − 𝜅2| = 𝜅2 + 𝜂, Re(𝑧) ⩾ 𝜅2} ,

（3.67）

其中 𝜂 = 𝜆/2，参见图 3.2。由于 𝑇 和 ̂𝑇 是满足 ‖𝑇 ‖ , ‖ ̂𝑇 ‖ ⩽ 𝜅2 的正自伴算子，有

𝜎(𝑇 ), 𝜎( ̂𝑇 ) ⊆ [0, 𝜅2]。因此，𝛤𝜆确实是满足命题 3.5要求的一条围道。

命题 3.7： 当 (3.61)成立时，存在一个绝对常数 𝐶，使得对于任何 𝑧 ∈ 𝛤𝜆，有：

‖𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⩽ 𝐶

‖𝑇
1
2

𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⩽ 3𝐶.
（3.68）
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−λ/2 κ2

σ(T )

Re

Im

0

Γλ

图 3.2 (3.67)中定义的围道 𝛤𝜆 示意图。𝛤𝜆 所围成的区域正是假设 3.3中的 𝐷𝜆。虚线区
间 [0, 𝜅2]包含 𝑇 和 ̂𝑇 的谱。

证明 利用谱映射定理，对于谱满足 𝜎(𝐴) ⊆ [0, 𝜅2]的自伴算子 𝐴，有

‖𝐴
1
2
𝜆 (𝐴 − 𝑧)−1𝐴

1
2
𝜆 ‖ = sup

𝑡∈𝜎(𝐴) |
𝑡 + 𝜆
𝑡 − 𝑧| .

现在，当 𝑧 = 𝑥 + (𝑥 + 𝜆/2)𝑖 ∈ 𝛤𝜆,1 ∪ 𝛤𝜆,2（其中 𝑥 ∈ [−𝜆/2, 𝜅2]）时，得到

sup
𝑡∈𝜎(𝐴) |

𝑡 + 𝜆
𝑡 − 𝑧|

2
⩽ sup

𝑡⩾0 |
𝑡 + 𝜆
𝑡 − 𝑧|

2
=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

4𝜆2

𝜆2+4𝜆𝑥+8𝑥2 , −1
2𝜆 ⩽ 𝑥 ⩽ − 1

2(2+√2)
𝜆,

5𝜆2+12𝜆𝑥+8𝑥2

(𝜆+2𝑥)2 , 𝑥 ⩾ 1
2(2+√2)

𝜆,

经过繁琐计算可知，右侧在 𝑥 = −𝜆/4处达到最大值 8，故有

sup
𝑡∈𝜎(𝐴) |

𝑡 + 𝜆
𝑡 − 𝑧|

2
⩽ 8, 𝑧 ∈ 𝛤𝜆,1 ∪ 𝛤𝜆,2.

当 𝑧 ∈ 𝛤𝜆,3时，对于 𝑡 ∈ 𝜎(𝐴) ⊆ [0, 𝜅2]有 |𝑡 − 𝑧| ⩾ 𝜅2，故

sup
𝑡∈𝜎(𝐴) |

𝑡 + 𝜆
𝑡 − 𝑧| ⩽ sup

𝑡∈𝜎(𝐴) |
𝑡 + 𝜆
𝜅2 | ⩽ 𝜆 + 𝜅2

𝜅2 ⩽ 2.

综上所述，存在绝对常数 𝐶 使得

‖𝐴
1
2
𝜆 (𝐴 − 𝑧)−1𝐴

1
2
𝜆 ‖ ⩽ 𝐶.

因此，令 𝐴 = 𝑇 即可得到第一个不等式。对于第二个不等式，注意到

‖𝑇
1
2

𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ = ‖𝑇
1
2

𝜆 𝑇
− 1

2
𝑋𝜆 ⋅ 𝑇

1
2

𝑋𝜆( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝑋𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝑋𝜆 𝑇

1
2

𝜆 ‖

⩽ ‖𝑇
1
2

𝜆 𝑇
− 1

2
𝑋𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇

1
2

𝑋𝜆( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝑋𝜆‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝑋𝜆 𝑇

1
2

𝜆 ‖

⩽ 3𝐶,
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其中利用了 (3.61)以及针对 𝐴 = ̂𝑇 的范数界。

3.4.5 方差项

以下定理极大地改进了 Li et al. [89] 的定理 A.10以及 Zhang et al. [96] 中的结果。

除了考虑更通用的滤谱算法这一主要区别外，它还：(1)去除了 Li et al. [89] 中对核

函数 Hölder连续性的要求；(2)与 Zhang et al. [96] 相比，给出了不损失常数因子的

精确 1 + 𝑜ℙ(1)形式；(3)允许更广泛的 𝜆范围，从而在推论 3.3中导出了对数下界。

定理 3.2： 在假设 3.1、3.2和 3.3下，假设 𝜆 = 𝜆(𝑛) → 0满足
𝜆−1/𝛽

𝑛 (ln 𝜆−1)3 = 𝑜(1), （3.69）

则有

Var(𝜆) = [1 + 𝑜ℙ(1)]
𝜎2

𝑛 𝒩2,𝜑(𝜆). （3.70）

特别地，满足 (3.69)的充分条件是 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)（对于某些 𝜃 < 𝛽）或 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝛽 ln𝑝 𝑛)
（对于任何 𝑝 > 3𝛽）。
证明 回顾：

Var(𝜆) = 𝜎2

𝑛
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖
2

𝐿2
.

引理 3.2给出：

𝒩1(𝜆) ≍ 𝒩2(𝜆) ≍ 𝒩2,𝜑(𝜆) ≍ 𝜆−1/𝛽 . （3.71）

因此，只要 𝑛足够大，由于 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)（其中 𝜃 < 𝛽），引理 3.4中的条件 (3.59)

即可满足。随后，应用引理 3.4、引理 3.7和引理 3.6，当 𝑛足够大时，至少以概率
1 − 𝛿有：

|
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖
2

𝐿2
− ∫𝒳

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 d𝜇(𝑥)

|

⩽ 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1 |‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖

2

𝐿2
− ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖

2

𝐿2| +
|
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖
2

𝐿2
− ∫𝒳

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 d𝜇(𝑥)

|

⩽ 𝐶𝑀 (√𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1 + √𝒩2,𝜑(𝜆)) √𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1 + 𝑀𝒩2,𝜑(𝜆)√
2
𝑛 ln 2

𝛿
= 𝑜 (𝒩2,𝜑(𝜆)) ,

其中对于最后一个估计，回顾 𝑣由 (3.59)给出，故根据 (3.69)可得：

[√𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1
]

2
=

𝑀𝒩 2
1 (𝜆)

𝑛 ln
𝒩1(𝜆)

𝛿 (ln 𝜆−1)2
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⩽ 𝐶 ln 1
𝛿 ⋅ 𝜆−1/𝛽

𝑛 (ln 𝜆−1)3 ⋅ 𝜆−1/𝛽 = 𝑜 (𝜆−1/𝛽) = 𝑜 (𝒩2,𝜑(𝜆)) .

最后，利用Mercer展开，发现：

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 =

‖
‖
‖‖

𝜑𝜆(𝑇 )
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑒𝑚,𝑙(𝑥)𝑒𝑚,𝑙
‖
‖
‖‖

2

𝐿2

=
‖
‖
‖‖

∞

∑
𝑚=1

𝜑𝜆(𝜇𝑚)𝜇𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

𝑒𝑚,𝑙(𝑥)𝑒𝑚,𝑙
‖
‖
‖‖

2

𝐿2

=
∞

∑
𝑚=1

(𝜑𝜆(𝜇𝑚)𝜇𝑚)
2

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2 ,

因此确定性项写为：

∫𝒳
‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖

2
𝐿2 d𝜇(𝑥) = ∫𝒳

⎡⎢⎢⎣

∞

∑
𝑚=1

(𝜑𝜆(𝜇𝑚)𝜇𝑚)
2

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2⎤⎥⎥⎦

d𝜇(𝑥)

=
∞

∑
𝑚=1

(𝜑𝜆(𝜇𝑚)𝜇𝑚)
2 = 𝒩2,𝜑(𝜆).

引理 3.5： 方差项 Var(𝜆) 随 𝜆 减小而增大，即对于任何 𝜆1 ⩽ 𝜆2，有 Var(𝜆1) ⩾
Var(𝜆2)。
证明 定义核矩阵 𝐾 = 1

𝑛(𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗))𝑛×𝑛。容易证明
̂𝑇 在集合 {𝑘𝑥𝑖}

𝑛
𝑖=1 上的表示矩阵

由𝐾给出（参见例如 Li et al. [89]Section A.1）。因此，记列向量 𝑘(𝑋, ⋅) = (𝑘𝑥1 , ⋯ , 𝑘𝑥𝑛)⊤，

有

𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘(𝑋, ⋅) = 𝜑𝜆(𝐾)𝑘(𝑋, ⋅),

其中左侧 𝜑𝜆( ̂𝑇 )的作用是逐元素的。那么，

Var(𝜆) = 𝜎2

𝑛2

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖
2

𝐿2
= 𝜎2

𝑛2

𝑛

∑
𝑖=1 ∫𝒳 |(𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖)(𝑥)|

2
d𝜇(𝑥)

= 𝜎2

𝑛2 ∫𝒳

𝑛

∑
𝑖=1

|(𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥𝑖)(𝑥)|
2
d𝜇(𝑥) = 𝜎2

𝑛2 ∫𝒳
‖(𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘(𝑋, ⋅))(𝑥)‖

2
ℝ𝑛 d𝜇(𝑥)

= 𝜎2

𝑛2 ∫𝒳
‖(𝜑𝜆(𝐾)𝑘(𝑋, ⋅))(𝑥)‖

2
ℝ𝑛 d𝜇(𝑥)

= 𝜎2

𝑛2 ∫𝒳
‖𝜑𝜆(𝐾)𝑘(𝑋, 𝑥)‖

2
ℝ𝑛 d𝜇(𝑥)

= 𝜎2

𝑛2 ∫𝒳
[𝑘(𝑋, 𝑥)]𝐻 𝜑2

𝜆(𝐾)𝑘(𝑋, 𝑥) d𝜇(𝑥),

其中 [𝑘(𝑋, 𝑥)]𝐻 是 𝑘(𝑋, 𝑥)的共轭转置。此外，滤谱函数的性质 (i)意味着 𝜑𝜆(𝑧)随
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𝜆减小而增大。因此，得到 𝜑2
𝜆1

(𝐾) ⪰ 𝜑2
𝜆2

(𝐾)，结论成立。
推论 3.3： 当 𝜆 = 𝜆(𝑛) = 𝑂(𝑛−𝛽)时，有

Var(𝜆) = 𝛺ℙ ((ln 𝑛)−4𝜎2) . （3.72）

证明 选择 ̃𝜆 = 𝑛−𝛽(ln 𝑛)4𝛽，则当 𝑛足够大时有 𝜆 ⩽ ̃𝜆。利用引理 3.5，得到 Var(𝜆) ⩾
Var( ̃𝜆)。由于 ̃𝜆的选择满足条件 (3.69)，故应用定理 3.2可得：

Var( ̃𝜆) = [1 + 𝑜ℙ(1)]
𝜎2

𝑛 𝒩2,𝜑( ̃𝜆) = 𝛺ℙ (
𝜎2

𝑛
̃𝜆−1/𝛽

) = 𝛺ℙ (𝜎2(ln 𝑛)−4) .

引理 3.6： 至少以概率 1 − 𝛿，有

|
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥𝑖‖
2

𝐿2
− ∫𝒳

‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 d𝜇(𝑥)

|
⩽ 𝑀𝒩2,𝜑(𝜆)√

2
𝑛 ln 2

𝛿 . （3.73）

证明 令 𝜉(𝑥) = ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 且 𝜉𝑖 = 𝜉(𝑥𝑖)。则它们是独立同分布随机变量，根据

(3.50)有：

|𝜉|2 = ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 ⩽ 𝑀𝒩2,𝜑(𝜆).

利用引理 3.11即可得到所需结果。

引理 3.7： 在假设 3.2和假设 3.3下，当 (3.60)和 (3.61)成立时，有：

sup
𝑥∈𝒳 |‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖

2
𝐿2 − ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖

2
𝐿2| ⩽ 𝐶𝑀 (√𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1 + √𝒩2,𝜑(𝜆))

⋅ √𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1.
（3.74）

证明 从下式开始：

𝐷 = |‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 − ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2| ⩽ ‖𝑇
1
2 [𝜑𝜆(𝑇 ) − 𝜑𝜆( ̂𝑇 )] 𝑘𝑥‖ℋ𝑘

.

利用算子演算，得到：

𝑇
1
2 [𝜑𝜆(𝑇 ) − 𝜑𝜆( ̂𝑇 )] 𝑘𝑥

= 𝑇
1
2

[
1

2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆
𝑅 ̂𝑇 (𝑧)(𝑇 − ̂𝑇 )𝑅𝑇 (𝑧)𝜑𝜆(𝑧) d𝑧

]
𝑘𝑥

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆

𝑇
1
2 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1(𝑇 − ̂𝑇 )(𝑇 − 𝑧)−1𝑘𝑥𝜑𝜆(𝑧) d𝑧

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆

𝑇
1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
1
2

𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝜆 𝑘𝑥𝜑𝜆(𝑧) d𝑧.
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因此，取范数可得：

𝐷 ⩽ 𝐶 ‖𝑇
1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖

⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑘𝑥‖ℋ𝑘

∮𝛤𝜆
|𝜑𝜆(𝑧) d𝑧|

⩽ 𝐶 ⋅ 1 ⋅ 𝐶 ⋅ 𝐶√𝑣 ⋅ 𝐶 ⋅ √𝑀𝒩1(𝜆) ∮𝛤𝜆
|𝜑𝜆(𝑧) d𝑧|

⩽ 𝐶√𝑀𝑣𝒩1(𝜆) ∮𝛤𝜆
|𝜑𝜆(𝑧) d𝑧| ,

其中在第二个估计中，对各部分分别应用了：(1)算子演算，(2,4)命题 3.7，(3)估

计 (3.60)，以及 (5)估计 (3.51)。根据假设 3.3，有：

∮𝛤𝜆
|𝜑𝜆(𝑧) d𝑧| ⩽ 𝐶 ∮𝛤𝜆

1
|𝑧 + 𝜆| | d𝑧| .

现在关注后一个积分。对于 𝑧 ∈ 𝛤𝜆,1，有 |𝑧 + 𝜆| ⩾ 𝜆/(2√2)，因此：

∫𝛤𝜆,1

1
|𝑧 + 𝜆| | d𝑧| ⩽ 2√2𝜆−1 |𝛤𝜆,1| ⩽ 𝐶,

其中注意到 |𝛤𝜆,1| ⩽ 𝐶𝜆。对于 𝛤𝜆,2，有：

∫𝛤𝜆,2

1
|𝑧 + 𝜆| | d𝑧| = 2 ∫

𝜅2

0

1
|𝑥 + (𝑥 + 𝜆/2)𝑖 + 𝜆|

√2 d𝑥

⩽ 𝐶 ∫
𝜅2

0

1
𝑥 + 𝜆 d𝑥

⩽ 𝐶 ln 𝜆−1.

对于 𝑧 ∈ 𝛤𝜆,3，有 |𝑧 + 𝜆| ⩾ 𝜅2，因此：

∫𝛤𝜆,3

1
|𝑧 + 𝜆| | d𝑧| ⩽ 1

𝜅2 |𝛤𝜆,3| ⩽ 𝐶.

因此，得到：

∮𝛤𝜆

1
|𝑧 + 𝜆| | d𝑧| ⩽ 𝐶 ln 𝜆−1, （3.75）

故：

𝐷 = |‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 − ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2| ⩽ 𝐶√𝑀𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1.

随后，结合 (3.50)中的第二个估计，有：

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 + ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 ⩽ 2 ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 + 𝐷

⩽ 𝐶√𝑀 (√𝒩2,𝜑(𝜆) + √𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1
) .
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最后：

|‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖
2
𝐿2 − ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖

2
𝐿2| = |‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 − ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2|

⋅ (‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2 + ‖𝜑𝜆(𝑇 )𝑘𝑥‖𝐿2)

⩽ 𝐶𝑀 (√𝒩2,𝜑(𝜆) + √𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1
)

⋅ √𝑣𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1.

3.4.6 偏差项

定理 3.3： 令 𝜆 = 𝜆(𝑛)满足 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)（对于某些 𝜃 < 𝛽）。在假设 3.1、3.2、3.3

和 3.5下，有：

Bias2(𝜆) = ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 𝑜ℙ (ℛ2

𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 1
𝑛𝒩2,𝜑(𝜆)) . （3.76）

更精确地，令 ̃𝑠 = min(𝑠, 2𝜏max)，若 ̃𝑠 ⩽ 2，或者 ̃𝑠 > 2且满足 𝑛−1𝜆−(𝛽−1+ ̃𝑠−2)(ln 𝑛)3 =
𝑜(1)，则有：

Bias2(𝜆) = (1 + 𝑜ℙ(1))ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗). （3.77）

定理 3.3的证明 首先，可以应用推论 3.2使得 (3.60)和 (3.61)成立。回顾：

𝑔∗ = 𝑇 𝑓 ∗, 𝑓 ∗
𝜆 = 𝜑𝜆(𝑇 )𝑇 𝑓 ∗ = 𝜑𝜆(𝑇 )𝑔∗.

正如第 3.4.1小节中所述，偏差项定义为：

Bias2(𝜆) = ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗‖
2
𝐿2 = ‖𝑓 ∗

𝜆 − 𝑓 ∗ + ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗
𝜆 ‖

2
𝐿2 .

因此有：

‖𝑓 ∗
𝜆 − 𝑓 ∗‖𝐿2 − ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗

𝜆 ‖𝐿2 ⩽ Bias(𝜆) ⩽ ‖𝑓 ∗
𝜆 − 𝑓 ∗‖𝐿2 + ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗

𝜆 ‖𝐿2 ,

其中 ‖𝑓 ∗
𝜆 − 𝑓 ∗‖𝐿2 = ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗)是 (3.34)中定义的主项。对于误差项，进行如下分

解：

̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗
𝜆 = 𝜑𝜆( ̂𝑇 ) ̃𝑔𝑋 − (𝜓𝜆( ̂𝑇 ) + 𝜑𝜆( ̂𝑇 ) ̂𝑇 )𝑓 ∗

𝜆

= 𝜑𝜆( ̂𝑇 )( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗
𝜆 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

= 𝜑𝜆( ̂𝑇 )( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗
𝜆 ) − 𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝜓𝜆(𝑇 )𝑔∗ + 𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝜓𝜆(𝑇 )𝑔∗ − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

= 𝜑𝜆( ̂𝑇 ) [ ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗
𝜆 − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑔∗] + [𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝑓 ∗ − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗]

= 𝜑𝜆( ̂𝑇 )( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗
𝜆 − 𝑔∗ + 𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) + (𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗.
（3.78）
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对于 (3.78)中的第一项：

‖𝜑𝜆( ̂𝑇 )( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗
𝜆 − 𝑔∗ + 𝑇 𝑓 ∗

𝜆 )‖𝐿2

= ‖𝑇
1
2 𝜑𝜆( ̂𝑇 )( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 − 𝑔∗ + 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )‖ℋ𝑘

⩽ ‖𝑇
1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 [( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) − (𝑔∗ − 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )]‖ℋ𝑘

(𝑖)
⩽ 1 ⋅ 𝐸 ‖𝑇

1
2

𝜆 𝑇 −1
𝑋𝜆𝑇

1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 [( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) − (𝑔∗ − 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )]‖ℋ𝑘

⩽ 𝐶 ‖𝑇
− 1

2
𝜆 [( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) − (𝑔∗ − 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )]‖ℋ𝑘

,

其中 (i)的第二个控制来自 (3.22)，最后一个控制可由 (3.61)导出。利用命题 3.3，

同样有：

ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) = 𝛺(𝜆 ̃𝑠/2), （3.79）

这里记 ̃𝑠 = min(𝑠, 2𝜏max)。因此，根据引理 3.8（其中 𝑡足够接近 𝑠），有：

‖𝑇
1
2

𝜆 ( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗
𝜆 − 𝑔∗ + 𝑇 𝑓 ∗

𝜆 )‖𝐿2
= 𝑜ℙ (ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗)) . （3.80）

对于 (3.78)中的第二项，由于对于某些 𝜃 < 𝛽 有 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)，正如方差项证明
中 (3.71)所讨论的，有：

𝑣 = 𝑂(𝑛−1𝒩1(𝜆) ln 𝜆−1) = 𝑂(𝑛−1𝜆− 1
𝛽 ln 𝜆−1) = 𝑜(1),

故满足引理 3.4中的条件。结合引理 3.4和引理 3.9，对于任何满足 𝑡 < 𝑠且 𝑡 ⩽ 2
的固定 𝑡：

‖(𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗‖𝐿2 = 𝑂ℙ (ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡 𝜆
𝑡
2 ) √𝑣 ln 𝜆−1.

此外，由于√𝑣 ln 𝜆−1 = 𝑜(1)，故：

ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗)√𝑣 ln 𝜆−1 = 𝑜(ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗)).

对于最后一项，注意到：

(𝜆
𝑡
2 √𝑣 ln 𝜆−1

)
2

= 𝑂 (𝜆𝑡𝑛−1𝜆− 1
𝛽 (ln 𝜆−1)3

) .

考虑以下情况：

• 情况 1：利用 (3.79)，如果对于某些 𝑡 < 𝑠且 𝑡 ⩽ 2，有：

𝑛−1𝜆−(𝛽−1+ ̃𝑠−𝑡)(ln 𝜆−1)3 = 𝑂 (𝑛−1𝜆−(𝛽−1+ ̃𝑠−𝑡)(ln 𝑛)3
) = 𝑜(1), （3.81）

则有 𝜆
𝑡
2 √𝑣 ln 𝜆−1 = 𝑜(ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗))。
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• 情况 2：利用 (3.71)，如果 𝜆𝑡(ln 𝜆−1)3 = 𝑂(𝜆𝑡(ln 𝑛)3) = 𝑜(1)，则有 𝜆
𝑡
2 √𝑣 ln 𝜆−1 =

𝑜 (
1
𝑛𝒩2,𝜑(𝜆))

1/2
。

现在，如果 ̃𝑠 ⩽ 2，由于 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)（其中 𝜃 < 𝛽），通过选择足够接近 𝑠的 𝑡
（即 𝑡 > ̃𝑠 − (

1
𝜃 − 1

𝛽 )），总能满足 (3.81)，故情况 1总是成立。

另一方面，如果 ̃𝑠 > 2，固定 𝑡 = 2并固定某个 0 < 𝜃0 < (𝛽−1 + ̃𝑠 − 2)−1。那么，

当 𝜆 ⩾ 𝑛−𝜃0 时，适用情况 1；当 𝜆 ⩽ 𝑛−𝜃0 时，适用情况 2。综上所述，总有：

𝜆
𝑡
2 √𝑣 ln 𝜆−1 = 𝑜 (ℛ2

𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 1
𝑛𝒩2,𝜑(𝜆))

1/2
.

因此，证明了：

‖[𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )]𝑓 ∗‖𝐿2 = 𝑜ℙ (ℛ2
𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + 1

𝑛𝒩2,𝜑(𝜆))
1/2

.

结合 (3.80)，证明了误差项 ‖ ̃𝑓𝜆 − 𝑓 ∗
𝜆 ‖𝐿2 同样具有该阶，从而 (3.76)成立。

以下引理控制了偏差项中的近似误差，其思路类似于 Li et al. [88] 中的 Lemma

A.5和 Lemma A.10的结合，但此处考虑通用的滤谱算法。此外，也应用了 Zhang

et al. [36] 中的技术来处理错配情形。证明推迟至附录。

引理 3.8： 在假设 3.1和 3.2成立下，令 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡，𝜑𝜆为修饰阶为 𝜏的滤谱函数。
假设对于某些 𝜃 < 𝛽 有 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)。则存在（取决于 𝜃的）某个 𝜀 > 0，使得有：

‖𝑇
− 1

2
𝜆 [( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) − (𝑔∗ − 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )]‖ℋ𝑘

= 𝑂ℙ (𝑛−𝜀𝜆 ̃𝑡/2
) . （3.82）

这里 𝑔∗ = 𝑇 𝑓 ∗，𝑓 ∗
𝜆 = 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗，且 ̃𝑡 = min(𝑡, 2𝜏)。

接下来的引理处理了 (3.78)中的交互项，此处应用了解析算子演算论据。

引理 3.9： 在假设 3.2、3.3下，假设 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡，当 (3.60)和 (3.61)成立时，有：

‖(𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗‖𝐿2 ⩽ 𝐶 (ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) + ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘] ̃𝑡 𝜆 ̃𝑡/2
) √𝑣 ln 𝜆−1,

其中 ̃𝑡 = min(𝑡, 2)。
证明 首先进行如下分解：

‖(𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗‖𝐿2

= ‖𝑇
1
2 (𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

‖ℋ𝑘

⩽ ‖𝑇
1
2 (𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

‖ℋ𝑘

+ ‖𝑇
1
2 (𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

‖ℋ𝑘
.

（3.83）

对于 (3.83)中的第二项，使用类似于引理 3.7中的论证。根据在 (3.67)定义的
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𝛤𝜆上的命题 3.5，有：

𝑇
1
2 (𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

= 𝑇
1
2

[
1

2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆
𝑅 ̂𝑇 (𝑧)(𝑇 − ̂𝑇 )𝑅𝑇 (𝑧)𝜓𝜆(𝑧) d𝑧

]
𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆

𝑇
1
2 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1(𝑇 − ̂𝑇 )(𝑇 − 𝑧)−1𝜓𝜆(𝑧)𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗ d𝑧

= 1
2𝜋𝑖 ∫𝛤𝜆

𝑇
1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
1
2

𝜆 (𝑇𝑋 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆

⋅ 𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗𝜓𝜆(𝑧) d𝑧.

因此：

‖𝑇
1
2 (𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

‖ℋ𝑘

⩽ 𝐶 ∫𝛤𝜆
‖𝑇

1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 (𝑇𝑋 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆 ‖

⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

‖ℋ𝑘
|𝜓𝜆(𝑧) d𝑧|

(𝑎)
⩽ 𝐶 ⋅ 1 ⋅ 𝐶 ⋅ √𝑣 ⋅ 𝐶 ⋅ ‖𝑇

− 1
2

𝜆 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗
‖ℋ𝑘

⋅ 𝜆 ∫𝛤𝜆
|

1
𝑧 + 𝜆 d𝑧|

(𝑏)
⩽ 𝐶√𝑣 ‖𝑇

− 1
2

𝜆 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗
‖ℋ𝑘

𝜆 ln 𝜆−1,

其中在 (a)中，分别对各项应用了：(1)算子演算，(2,4)命题 3.7，(3)估计 (3.60)，

以及 (6)假设 3.3中的条件 (C2)；在 (b)中对最后一项应用了 (3.75)。

令 ̃𝑡 = min(𝑡, 2)。由于 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡，故也有 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘] ̃𝑡，故可写 𝑓 ∗ = 𝑇 ̃𝑡/2ℎ（对
于满足 ‖ℎ‖𝐿2 = ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘] ̃𝑡 的某个 ℎ ∈ 𝐿2）。由此可得：

‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

‖ℋ𝑘

= ‖𝑇 − 1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 𝑇 𝜑𝜆(𝑇 )𝑇
̃𝑡

2 ℎ‖𝐿2

⩽ ‖𝑇
1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
̃𝑡

2 𝜑𝜆(𝑇 )‖ ⋅ ‖ℎ‖𝐿2

⩽ 𝐶 ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘] ̃𝑡 𝜆
̃𝑡

2 −1,

其中最后一个不等式来自引理 3.10。因此，有：

‖𝑇
1
2 (𝜓𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

‖ℋ𝑘
⩽ 𝐶 ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘] ̃𝑡 √𝑣𝜆

̃𝑡
2 ln 𝜆−1. （3.84）
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对于 (3.83)中的第一项，同样采用解析算子演算论据：

𝑇
1
2 (𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗

= 𝑇
1
2 (𝜑𝜆( ̂𝑇 ) − 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑇 𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆

𝑇
1
2 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1( ̂𝑇 − 𝑇 )(𝑇 − 𝑧)−1𝜑𝜆(𝑧)𝑇 𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗ d𝑧

= 1
2𝜋𝑖 ∮𝛤𝜆

𝑇
1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
1
2

𝜆 (𝑇𝑋 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆

⋅ 𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ⋅ 𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇

1
2 ⋅ 𝑇

1
2 𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗𝜑𝜆(𝑧) d𝑧.

因此有：

‖𝑇
1
2 (𝜑𝜆( ̂𝑇 )𝑇 𝜓𝜆(𝑇 ) − 𝜓𝜆(𝑇 )𝑇 𝜑𝜆(𝑇 ))𝑓 ∗‖ℋ𝑘

⩽ ∮𝛤𝜆
‖𝑇

1
2 𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 ( ̂𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ⋅ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 (𝑇 − ̂𝑇 )𝑇

− 1
2

𝜆 ‖ ⋅

⋅ ‖𝑇
1
2

𝜆 (𝑇 − 𝑧)−1𝑇
1
2

𝜆 ‖ ‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑇

1
2 ‖ ⋅ ‖𝑇

1
2 𝜓𝜆(𝑇 )𝑓 ∗

‖ℋ𝑘
|𝜑𝜆(𝑧) d𝑧|

⩽ 𝐶√𝑣ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) ∮𝛤𝜆
|𝜑𝜆(𝑧) d𝑧|

⩽ 𝐶√𝑣ℛ𝜑(𝜆; 𝑓 ∗) ln 𝜆−1,

其中最后一个控制由于假设 3.3中的条件 (C2)成立。随后，将之前的控制和 (3.84)

代入 (3.83)即可得到所需结果。

3.5 辅助结论

这一初等命题证明了假设 3.1中 (3.9)与 (3.10)的等价性。

命题 3.8： 设 (𝑎𝑗)𝑗⩾1为一个单调递减趋于零的正数列。则有

𝑎𝑗 = 𝛩(𝑗−𝛽), ⟺ # {𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆} = 𝛩(𝜆−1/𝛽) 当𝜆 → 0时.

证明 首先注意到，由于 𝑎𝑗 是递减的，故有 max{𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆} = # {𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆}。
(⟹): 假设 𝑐𝑗−𝛽 ⩽ 𝑎𝑗 ⩽ 𝐶𝑗−𝛽。则有

max{𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆} ⩾ max{𝑗 ∶ 𝑐𝑗−𝛽 ⩾ 𝜆} = 𝛺(𝜆−1/𝛽).

另一方面，

max{𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆} = min{𝑗 ∶ 𝑎𝑗+1 < 𝜆} ⩽ min{𝑗 ∶ 𝐶(𝑗 + 1)−𝛽 < 𝜆} = 𝑂(𝜆−1/𝛽).

(⟸): 令𝑁(𝜆) = max{𝑗 ∶ 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆}且假设 𝑐𝜆−1/𝛽 ⩽ 𝑁(𝜆) ⩽ 𝐶𝜆−1/𝛽。注意到𝑁(𝜆) ⩾
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𝑗 意味着 𝑎𝑗 ⩾ 𝜆，故有

𝑎𝑗 ⩾ sup {𝜆 ∶ 𝑁(𝜆) ⩾ 𝑗} ⩾ sup{𝜆 ∶ 𝑐𝜆−1/𝛽 ⩾ 𝑗} = 𝛺(𝑗−𝛽).

另一方面，𝑁(𝜆) < 𝑗 意味着 𝑎𝑗 < 𝜆，故有

𝑎𝑗 ⩽ inf {𝜆 ∶ 𝑁(𝜆) < 𝑗} ⩽ inf{𝜆 ∶ 𝐶𝜆−1/𝛽 < 𝑗} = 𝑂(𝑗−𝛽).

命题 3.9： 设 (𝜆𝑗)𝑗⩾1为计及重数的特征值递减序列。定义

𝛷(𝜀) = # {𝑗 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝜀} . （3.85）

假设 𝜑𝜆是满足 (3.22)和 (3.23)的滤谱函数。则对于任意 𝑝 ⩾ 1和 𝜆 > 0，有

2−𝑝𝛷(2𝐹1𝜆) ⩽ 𝒩𝑝,𝜑(𝜆) ⩽ 𝑝𝐸𝑝𝜆−1
∫

𝜆

0
𝛷(𝑥) d𝑥. （3.86）

特别地，若满足假设 3.1，则

𝒩𝑝,𝜑(𝜆) = 𝛩 (𝜆−1/𝛽) , 当𝜆 → 0时. （3.87）

证明 首先处理上界。滤谱函数的性质 (3.22)给出

𝑧𝜑𝜆(𝑧) ⩽ 𝐸 𝑧
𝜆 + 𝑧 ⩽ 𝐸 min(1, 𝜆−1𝑧).

因此，

𝒩𝑝,𝜑(𝜆) =
∞

∑
𝑗=1

[𝜆𝑗𝜑𝜆(𝜆𝑗)]
𝑝 ⩽ 𝐸𝑝

∞

∑
𝑗=1

min(1, 𝜆−𝑝𝜆𝑝
𝑗 ) = 𝐸𝑝𝜆−𝑝

∞

∑
𝑗=1

min(𝜆, 𝜆𝑗)𝑝.

注意到 𝑝 ∫𝑎
0 𝑥𝑝−1 d𝑥 = 𝑎𝑝，有

∞

∑
𝑗=1

min(𝜆, 𝜆𝑗)𝑝 =
∞

∑
𝑗=1

𝑝 ∫
min(𝜆,𝜆𝑗 )

0
𝑥𝑝−1 d𝑥

= 𝑝 ∫
∞

0

⎛
⎜
⎜
⎝

∞

∑
𝑗=1

1{min(𝜆, 𝜆𝑗) ⩾ 𝑥}
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑥𝑝−1 d𝑥

= 𝑝 ∫
𝜆

0
𝛷(𝑥)𝑥𝑝−1 d𝑥.

由此可见

𝒩𝑝,𝜑(𝜆) ⩽ 𝑝𝐸𝑝𝜆−𝑝
∫

𝜆

0
𝛷(𝑥)𝑥𝑝−1 d𝑥 ⩽ 𝑝𝐸𝑝𝜆−1

∫
𝜆

0
𝛷(𝑥) d𝑥, （3.88）

其中最后一个不等式源于当 𝑥 ⩽ 𝜆时 𝑥/𝜆 ⩽ 1。
对于下界，首先由 (3.23)可得 𝜓𝜆(𝑧) ⩽ 𝐹1𝜆𝑧−1。结合 𝑧𝜑𝜆(𝑧) = 1 − 𝜓𝜆(𝑧)，得到

𝑧𝜑𝜆(𝑧) = 1 − 𝜓𝜆(𝑧) ⩾ 1 − 𝐹1𝜆𝑧−1 ⩾ 1
2, ∀𝑧 ⩾ 2𝐹1𝜆.
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因此，记 ̃𝜆 = 2𝐹1𝜆，有

𝒩𝑝,𝜑(𝜆) =
∞

∑
𝑗=1

[𝜆𝑗𝜑𝜆(𝜆𝑗)]
𝑝

⩾ ∑
𝑗⩽𝛷( ̃𝜆)

[𝜆𝑗𝜑𝜆(𝜆𝑗)]
𝑝

⩾ ∑
𝑗⩽𝛷( ̃𝜆)

2−𝑝 = 2−𝑝𝛷(2𝐹1𝜆).

最后，若满足假设 3.1，则命题 3.8意味着 𝛷(𝜆) ≍ 𝜆−1/𝛽，其中 1/𝛽 < 1，故

𝜆−1
∫

𝜆

0
𝛷(𝑥) d𝑥 ⩽ 𝐶𝜆−1

∫
𝜆

0
𝑥−1/𝛽 d𝑥 ⩽ 𝐶𝜆−1 ⋅ 𝜆1−1/𝛽 = 𝐶𝜆−1/𝛽 ,

这表明 (3.86)两侧具有相同的阶 𝜆−1/𝛽。

命题 3.10： 设 (𝑎𝑚)𝑚⩾1为正数递减序列，(𝑏𝑚)𝑚⩾1, (𝑐𝑚)𝑚⩾1为两个正数列且满足

𝑚

∑
𝑘=1

𝑏𝑘 ⩽
𝑚

∑
𝑘=1

𝑐𝑘, ∀𝑚 ⩾ 1.

则对于任意𝑁 ⩾ 1，有
𝑁

∑
𝑚=1

𝑎𝑚𝑏𝑚 ⩽
𝑁

∑
𝑚=1

𝑎𝑚𝑐𝑚.

证明 使用 Abel求和公式，有
𝑁

∑
𝑚=1

𝑎𝑚𝑏𝑚 =
𝑁−1

∑
𝑚=1

(𝑎𝑚 − 𝑎𝑚+1)
𝑚

∑
𝑘=1

𝑏𝑘 + 𝑎𝑁

𝑁

∑
𝑘=1

𝑏𝑘

⩽
𝑁−1

∑
𝑚=1

(𝑎𝑚 − 𝑎𝑚+1)
𝑚

∑
𝑘=1

𝑐𝑘 + 𝑎𝑁

𝑁

∑
𝑘=1

𝑐𝑘 =
𝑁

∑
𝑚=1

𝑎𝑚𝑐𝑚.

3.5.1 滤谱函数的性质

以下是关于 𝜑KR
𝜆 的一个众所周知的初等性质：

命题 3.11： 对于 𝜆 > 0且 𝛼 ∈ [0, 1]，有
𝑧𝛼

𝑧 + 𝜆 ⩽ 𝜆𝛼−1. （3.89）

引理 3.10： 设 𝜑𝜆为定义 3.3中定义的滤谱函数。则对于 𝑠 ∈ [0, 1]，有

sup
𝑧∈[0,𝜅2]

𝜑𝜆(𝑧)𝑧𝑠 ⩽ 𝐸𝜆𝑠−1. （3.90）
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此外，假设 (3.23)对于 𝜏 成立，则常数 𝐹𝑟满足

𝐹𝑟 ⩽ 𝐹
1− 𝑟

𝜏
0 𝐹

𝑟
𝜏

𝜏 , ∀𝑟 ∈ [0, 𝜏]. （3.91）

更进一步，当 𝑧 ⩽ 𝜆
2𝐸 时，有 𝜓𝜆(𝑧) ⩾ 1/2。

证明 第一个不等式是 (3.22)和 (3.89)的结果。第二个不等式源于

𝑧𝑟𝜓𝜆(𝑧) = 𝜓𝜆(𝑧)1− 𝑟
𝜏 (𝑧𝜏𝜓𝜆(𝑧))

𝑟
𝜏 ⩽ 𝐹

1− 𝑟
𝜏

0 (𝐹𝜏𝜆𝜏)
𝑟
𝜏 = 𝐹

1− 𝑟
𝜏

0 𝐹
𝑟
𝜏

𝜏 𝜆𝑟.

对于最后一个不等式，注意到 𝜑𝜆(𝑧) ⩽ 𝐸𝜆−1，故当 𝑧 ⩽ 𝜆
2𝐸 时，

𝜓𝜆(𝑧) = 1 − 𝑧𝜑𝜆(𝑧) ⩾ 1 − 𝜆
2𝐸 𝐸𝜆−1 = 1

2.

3.5.2 正则 RKHS

命题 3.1的证明 Fischer et al. [35]中的定理 9表明，嵌入映射的范数满足

‖[ℋ]𝛼 ↪ 𝐿∞(𝒳, 𝜇)‖ = ‖𝑘𝛼
𝜇‖𝐿∞ ≔ ess sup

𝑥∈𝒳, 𝜇

∞

∑
𝑖=1

𝜆𝛼
𝑖 𝑒𝑖(𝑥)2 = ess sup

𝑥∈𝒳, 𝜇

∞

∑
𝑚=1

𝜇𝛼
𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2 .

（3.92）

随后，结合假设 3.2，利用命题 3.10取极限可得
∞

∑
𝑚=1

𝜇𝛼
𝑚

𝑑𝑚

∑
𝑙=1

|𝑒𝑚,𝑙(𝑥)|
2 ⩽ 𝑀

∞

∑
𝑚=1

𝑑𝑚𝜇𝛼
𝑚

= 𝑀
∞

∑
𝑖=1

𝜆𝛼
𝑖 ⩽ 𝑀

∞

∑
𝑖=1

𝑖−𝛼𝛽 ,

因此，只要 𝛼 > 1/𝛽，嵌入范数就是有限的。

3.5.2.1 球面上的内积核

设 𝒳 = 𝕊𝑑 为 𝑑 维球面，𝜇为 𝕊𝑑 上的均匀测度。经典结果 [29]表明，球面拉普

拉斯算子 𝛥𝕊𝑑 的特征分解给出了如下正交直和分解：

𝐿2(𝕊𝑑) =
∞

⨁
𝑚=0

ℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑),

其中ℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑)由 𝑑 +1个变量的 𝑛次齐次调和多项式在 𝕊𝑑上的限制组成，且ℋ𝑑

𝑚(𝕊𝑑)
是 𝛥𝕊𝑑 对应于特征值 −𝑚(𝑚 + 𝑑 − 1)的特征子空间。此外，ℋ𝑑

𝑚(𝕊𝑑)的维度由下式
给出：

𝑎𝑚 ≔ dimℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑) = (

𝑚 + 𝑑
𝑚 ) − (

𝑚 − 2 + 𝑑
𝑚 − 2 ) ≍ 𝑚𝑑−1,
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且满足∑𝑘⩽𝑚 𝑎𝑘 = (𝑚+𝑑
𝑚 ) + (𝑚−1+𝑑

𝑚−1 ) ≍ 𝑚𝑑。

此外，ℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑)的再生核 𝑍𝑚(𝑥, 𝑦)是良置且唯一的，可以显式表示为

𝑍𝑚(𝑥, 𝑦) =
𝑎𝑚

∑
𝑙=1

𝑌𝑚,𝑙(𝑥)𝑌𝑚,𝑙(𝑦),

其中 {𝑌𝑚,𝑙}
𝑎𝑚
𝑚=1是ℋ𝑑

𝑚(𝕊𝑑)的任意一组标准正交基。令 𝐶𝜆
𝑚表示 Gegenbauer多项式，

其通常由如下幂级数定义：
∞

∑
𝑚=0

𝐶𝜆
𝑚(𝑡)𝛼𝑚 = 1

(1 − 2𝑡𝛼 + 𝛼2)𝜆 . （3.93）

那么，当 𝑑 ⩾ 2时，有（同 (2.25)）

𝑍𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑛 + 𝜆
𝜆 𝐶𝜆

𝑚(𝑢), 𝑢 = ⟨𝑥, 𝑦⟩ , 𝜆 = 𝑑 − 1
2 , （3.94）

此外，Dai et al. [29]Corollary 1.27 表明

𝑍𝑚(𝑥, 𝑥) = 𝑛 + 𝜆
𝜆 𝐶𝜆

𝑚(1) = dimℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑). （3.95）

更进一步，有 Funk-Hecke公式，同 (2.26)。

通过对比 (3.6)和 (2.26)，得出结论：ℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑)是 𝑇 对应于特征值 𝜇𝑚 = 𝜇𝑚(ℎ)的

特征子空间。因此，得到 𝑍𝑚 = 𝑘𝑚，从而根据 (3.95)有

𝑘𝑚(𝑥, 𝑥) = 𝑍𝑚(𝑥, 𝑥) = dimℋ𝑑
𝑚(𝕊𝑑) = dim𝑉𝑚,

故假设 3.2在𝑀 = 1时成立。

3.5.2.2 单位球上的内积核

单位球的情况与球面类似。更多细节请参见 Dai et al. [29]Section 11。考虑 𝑑维单
位球 𝒳 = 𝔹𝑑 = {𝑥 ∈ ℝ𝑑+1 ∶ ‖𝑥‖ ⩽ 1}，其中 𝜇 与经典权重𝑊 (𝑥) = (1 − ‖𝑥‖2)−1/2

成正比。用 𝑉 𝑑
𝑚 表示关于内积

⟨𝑓 , 𝑔⟩𝑊 = 𝑐𝑊 ∫𝔹𝑑
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑊 (𝑥) d𝑥

的次数恰为 𝑛的正交多项式空间，其中 𝑐𝑊 是归一化常数。那么，有

dim𝑉 𝑑
𝑚 = (

𝑚 + 𝑑 − 1
𝑚 ).

此外，有如下 Funk–Hecke公式的类比 [29]Theorem 11.1.9：

命题 3.12 (Funk-Hecke 公式)： 设 𝜆 = 𝑑−1
2 ，ℎ 为可积函数且满足 ∫1

−1 |ℎ(𝑡)| (1 −
𝑡2)𝜆−1/2 d𝑡有限。则对于每个 𝑃𝑚 ∈ 𝑉 𝑑

𝑚，有

𝑐𝑊 ∫𝔹𝑑
ℎ(⟨𝑥, 𝑦⟩)𝑃𝑚(𝑦)𝑊 (𝑦) d𝑦 = 𝜇𝑚(𝑓 )𝑃𝑚(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝔹𝑑 , （3.96）
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其中 𝜇𝑚(ℎ)是由下式定义的常数：

𝜇𝑚(ℎ) = 𝑐𝜆 ∫
1

−1
ℎ(𝑡) 𝐶𝜆

𝑚(𝑡)
𝐶𝜆

𝑚(1)
(1 − 𝑡2)𝜆− 1

2 d𝑡,

且 𝑐𝜆是使得 𝜇0(1) = 1的常数。
因此，对于任何内积核 𝑘(𝑥, 𝑦) = ℎ(⟨𝑥, 𝑦⟩)，𝑉 𝑑

𝑚 构成了 𝑇 对应于特征值 𝜇𝑚 =
𝜇𝑚(ℎ)的一个特征子空间。
此外，Dai et al. [29]Corollary 11.1.8 表明 𝑉 𝑑

𝑚 的再生核 𝑘𝑚为

𝑘𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑛 + 𝜆
2𝜆 [𝐶𝜆

𝑛 (⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝑥𝑑+1𝑦𝑑+1) + 𝐶𝜆
𝑛 (⟨𝑥, 𝑦⟩ − 𝑥𝑑+1𝑦𝑑+1)] ,

其中 𝑥𝑑+1 = √1 − ‖𝑥‖2, 𝑦𝑑+1 = √1 − ‖𝑦‖2。因此，

𝑘𝑚(𝑥, 𝑥) = 𝑛 + 𝜆
2𝜆 (𝐶𝜆

𝑛 (1) + 𝐶𝜆
𝑛 (2 ‖𝑥‖2 − 1)) ⩽ 𝑛 + 𝜆

𝜆 𝐶𝜆
𝑛 (1) = 𝑛 + 𝜆

𝜆
𝛤 (2𝜆 + 𝑛)
𝛤 (2𝜆)𝑛! .

这里在 𝐶𝜆
𝑛 (1)中使用了 Dai et al. [29]Eq. (B.2.2)。将 𝜆 = (𝑑 − 1)/2代入展开，得到

𝑛 + 𝜆
𝜆

𝛤 (2𝜆 + 𝑛)
𝛤 (2𝜆)𝑛! / dim𝑉 𝑑

𝑛 = 2𝑛 + 𝑑 − 1
𝑛 + 𝑑 − 1 ⩽ 2,

故假设 3.2在𝑀 = 2时也成立。

3.5.3 解析滤谱函数

为了进一步分析复平面上滤谱函数的性质，首先回顾复分析中的一些结果。

命题 3.13 (最大模原理)： 设 𝑓 是开集 𝛺上的解析函数，𝐾 ⊂ 𝛺是一个紧集。则
满足

sup
𝑧∈𝐾

|𝑓 (𝑧)| = sup
𝑧∈∂𝐾

|𝑓 (𝑧)| .

命题 3.14： 核岭回归 (例子 3.4)、迭代岭回归 (例子 3.5)和梯度流 (例子 3.6)的滤

谱函数均满足假设 3.3。

证明 对于核岭回归的情况，结论是显然的。

(𝐼)迭代岭回归与梯度流的条件 (C1)：定义𝐻 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ Re(𝑧) ⩾ −𝜆
2 }。注意梯度

流和迭代岭回归的滤谱函数均具有 𝜑𝜆(𝑧) = 𝑔(𝑢)/(𝜆𝑢)的形式，其中 𝑔(𝑢)是𝐻 上的
解析函数，且 𝑢 = 𝑧/𝜆。具体而言，对于迭代岭回归，𝑔(𝑢) = 1 − 1

(𝑢+1)𝑝；对于梯度

流，𝑔(𝑢) = 1 − e−𝑢。注意到 𝑔(𝑢)
𝑢 可以延拓为𝐻 上的解析函数。因此，

|(𝑧 + 𝜆)𝜑𝜆(𝑧)| = |(𝑢 + 1)𝑔(𝑢)/𝑢| ≕ 𝐺(𝑢) > 0

也可以被视为 𝐻 上的解析函数。在迭代岭回归的情况中，lim sup|𝑢|→∞ 𝐺(𝑢) =
lim sup|𝑢|→∞ 𝑔(𝑢) = 1 是有限的。因此，sup𝑢∈𝐻 𝐺(𝑢) < ∞，这意味着条件 (C1) 成

立。梯度流的滤谱函数同样满足此条件，因为 lim sup|𝑢|→∞ 𝑔(𝑢) ⩽ sup𝑢∈𝐻 𝑔(𝑢) ⩽

76



第 3章 核回归的泛化误差分析

1 + √𝑒 < ∞。
(𝐼𝐼) 迭代岭回归与梯度流的条件 (C2)：在迭代岭回归的情况中，对于所有满足

Re(𝑧) ⩾ −𝜆
2 的 𝑧，有

|
𝑧 + 𝜆

𝜆 𝜓 IT,𝑝
𝜆 (𝑧)| = (

|𝜆|
|𝑧 + 𝜆|)

𝑝−1
⩽ 2𝑝−1.

对于梯度流，当 Re(𝑧) ⩽ 0且 𝑧 ∈ 𝐷𝜆时，

|
𝑧 + 𝜆

𝜆 𝜓GF
𝜆 (𝑧)| = |

𝑧 + 𝜆
𝜆 | e

Re(− 𝑧
𝜆 ) ⩽ 5

2√𝑒.

若 Re(𝑧) > 0且 𝑧 ∈ 𝐷𝜆，则

|
𝑧 + 𝜆

𝜆 𝜓GF
𝜆 (𝑧)| ⩽ 2(1 + Re(𝑧)

𝜆 )eRe(− 𝑧
𝜆 ).

注意到函数 𝑓(𝑥) ≔ (1 + 𝑥)e−𝑥在 [0, +∞)上单调递减。因此，|
𝑧+𝜆

𝜆 𝜓GF
𝜆 (𝑧)| ⩽ 2。

命题 3.15： 梯度下降 (例子 3.7)的滤谱函数满足假设 3.3。

证明 对于条件 (C1)，注意到 (𝑧 + 𝜆)𝜑GD
𝜆 (𝑧)可以延拓为 𝐷𝜆上的解析函数。根据命

题 3.13，只需要证明 sup𝑧∈𝛤𝜆 |(𝑧 + 𝜆)𝜑GD
𝜆 (𝑧)|被一个与 𝜆无关的常数所控制。实际

上，对于所有 𝑧 ∈ 𝛤𝜆，有
|𝑧+𝜆|

|𝑧| ⩽ 1 + |𝜆|
|𝑧| ⩽ 3且 |1 − 𝜂𝑧|

1
𝜂𝜆 ⩽ |1 + 1

2𝜂𝜆|
1

𝜂𝜆 ⩽ √𝑒。因
此，条件 (C1)对 𝜑GD

𝜆 同样成立。

对于条件 (C2)，需要证明对于某个常数 𝜀 > 0，有

sup
𝑧∈𝐷𝜆,𝜆∈(0,𝜀) |

𝑧 + 𝜆
𝜆 𝜓GD

𝜆 (𝑧)| = sup
𝑧∈𝐷𝜆,𝜆∈(0,𝜀) |

𝑧 + 𝜆
𝜆 (1 − 𝜂𝑧)

1
𝜂𝜆

| < ∞.

事实上，当 |1 − 𝜂𝑧| ⩾ 1时，

|
𝑧 + 𝜆

𝜆 (1 − 𝜂𝑧)
1

𝜂𝜆
| ⩽ 3

2 |1 + 1
2𝜂𝜆|

1
𝜂𝜆 ⩽ 3

2√𝑒

对所有 𝑧 ∈ 𝐷𝜆成立。当 |1 − 𝜂𝑧| < 1时，

|
𝑧 + 𝜆

𝜆 (1 − 𝜂𝑧)
1

𝜂𝜆
| ⩽ 1 + |

𝑧
𝜆(1 − 𝜂𝑧)

1
𝜂𝜆

| ⩽ 1 + |𝑧(1 − 𝜂𝑧)
1
𝜂
| ⩽ 3

2 + 2𝜅2

对所有 𝑧 ∈ 𝐷𝜆且 𝜆 ∈ (0, 1)成立。

3.5.4 回归函数的源条件

例子 3.8的证明 在假设 3.1和∑𝑚
𝑘=1 𝑑𝑘 ≍ 𝑚𝛾 的条件下，有 𝜇𝑚 ≍ 𝑚−𝛾𝛽。取 𝑠 = 𝑝

𝛽。

那么对于所有 𝑡 < 𝑠，有
∞

∑
𝑚=1

̄𝑓 2
𝑚

𝜇𝑡
𝑚

= 𝑂
(

∞

∑
𝑚=1

𝑚−(𝛾𝑝+1)𝑚𝑡𝛾𝛽
)

= 𝑂
(

∞

∑
𝑚=1

𝑚−1−𝛾(𝑝−𝛽𝑡)
)

< ∞.

因此，对所有 𝑡 < 𝑠均有 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡。
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另一方面，

∑
𝑚∶𝜇𝑚⩽𝜆

̄𝑓 2
𝑚 ⩾ 𝑐 ∑

𝑚⩾𝐶𝜆−(𝛾𝛽)−1
𝑚−𝛾𝑝−1 = 𝛺(𝜆

𝑝
𝛽 ) = 𝛺(𝜆𝑠).

最后，若 𝑓𝑗 ≍ 𝑗−(𝑝+1)/2，有

̄𝑓 2
𝑚 =

𝐷𝑚

∑
𝑗=𝐷𝑚−1

𝑓 2
𝑗 ≍ ∫

𝑚𝛾

(𝑚−1)𝛾
𝑥−𝑝−1𝑑𝑥 ≍ 𝑚−(𝛾𝑝+1),

其中 𝐷𝑚 ≔ ∑𝑚
𝑘=1 𝑑𝑘 ≍ 𝑚𝛾。

例子 3.9的证明 令 𝑠 = 𝑝
𝑞𝛽。那么在假设 3.1下，对于所有 𝑡 < 𝑠，有

∞

∑
𝑗=1

𝜆−𝑡
𝑗 |𝑓𝑗|

2 =
∞

∑
𝑙=1

𝜆−𝑡
𝑗(𝑙) |𝑓𝑗(𝑙)|

2 ⩽ 𝐶
∞

∑
𝑙=1

𝑙𝑡𝑞𝛽𝑙−(𝑝+1) ⩽ 𝐶
∞

∑
𝑙=1

𝑙−1−(𝑝−𝑡𝑞𝛽),

这里回顾 𝑗(𝑙) ≍ 𝑙𝑞 且 |𝑓𝑗(𝑙)| ≍ 𝑙−(𝑝+1)/2，故对于所有 𝑡 < 𝑠均有 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘]𝑡。

另一方面，

∑
𝑗∶𝜆𝑗⩽𝜆

|𝑓𝑗|
2 = ∑

𝑙∶𝜆𝑗(𝑙)⩽𝜆
|𝑓𝑗(𝑙)|

2 ⩾ 𝑐 ∑
𝑙⩾𝐶𝜆−1/(𝑞𝛽)

𝑙−(𝑝+1) = 𝛺(𝜆
𝑝

𝑞𝛽 ) = 𝛺(𝜆𝑠).

3.5.5 引理 3.8的证明

该证明遵循与 Li et al. [88] 中 Lemma A.5和 Lemma A.10相同的思路，但将结

果建立在滤谱算法之上，并通过正则再生核希尔伯特空间性质利用引理 3.1改进了

估计。证明分为两种情况：𝑡 > 1/𝛽 和 𝑡 ⩽ 1/𝛽。对于第一种情况，回归函数 𝑓 ∗ 是

𝐿∞ 有界的，因此可以直接应用 Bernstein不等式。对于第二种情况，必须应用截

断技术（truncation technique）。

𝑡 > 1/𝛽 情况的证明。 根据 [ℋ𝑘]𝑡的包含关系，可以将 𝑡替换为 ̃𝑡 = min(𝑡, 2𝜏)，因
此现在有 𝑡 ⩽ 2𝜏。将使用引理 3.12中的 Bernstein不等式。记

𝜉(𝑥) = 𝑇
− 1

2
𝜆 (𝐾𝑥𝑓 ∗(𝑥) − 𝑇𝑥𝑓 ∗

𝜆 ). （3.97）

那么，有

𝑇
− 1

2
𝜆 [( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) − (𝑔 − 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )] = 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜉(𝑥𝑖) − 𝔼𝑥∼𝜇𝜉(𝑥).

此外，有

𝔼 ‖𝜉(𝑥)‖𝑚
ℋ = 𝔼 ‖𝑇

− 1
2

𝜆 𝐾𝑥(𝑓 ∗(𝑥) − 𝑓 ∗
𝜆 (𝑥))‖

𝑚

ℋ𝑘
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⩽ 𝔼 [‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑘𝑥‖

𝑚

ℋ
⋅ 𝔼( |𝑓 ∗(𝑥) − 𝑓 ∗

𝜆 (𝑥)|
𝑚

| 𝑥)] . （3.98）

(3.98)中的第一项通过 (3.50)和引理 3.2有界：

‖𝑇
− 1

2
𝜆 𝑘𝑥‖

2

ℋ
⩽ 𝑀𝒩1(𝜆) ⩽ 𝐶𝜆−1/𝛽 .

对于第二项，由于 𝑡 > 1/𝛽，利用嵌入性质命题 3.1以及引理 3.3，对于 𝛼 ∈ (1/𝛽, 𝑡)，
有

‖𝑓 ∗
𝜆 − 𝑓 ∗‖𝐿∞ ⩽ 𝑀𝛼 ‖𝑓 ∗

𝜆 − 𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝛼 ⩽ 𝑀𝛼𝐹(𝑡−𝛼)/2 ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑡 𝜆
𝑡−𝛼

2 ⩽ 𝐶𝑀𝛼𝑅𝜆
𝑡−𝛼

2 .

此外，引理 3.3还意味着

𝔼 |𝑓 ∗
𝜆 (𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥)|

2 = ‖𝑓 ∗
𝜆 (𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥)‖

2
𝐿2 ⩽ 𝐹 2

𝑡/2 ‖𝑓 ∗‖
2
[ℋ𝑘]𝑡 𝜆𝑡 ⩽ 𝐶𝑅2𝜆𝑡.

将这些估计代入 (3.98)，得到

(3.98) ⩽ (𝐶𝜆−1/(2𝛽))𝑚 ⋅ ‖𝑓 ∗ − 𝑓 ∗‖
𝑚−2
𝐿∞ ⋅ 𝔼 |𝑓 ∗

𝜆 (𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥)|
2

⩽ (𝐶𝜆−1/(2𝛽))𝑚 ⋅ (𝐶𝑀𝛼𝑅𝜆
𝑡−𝛼

2 )
𝑚−2

⋅ 𝐶𝑅2𝜆𝑡

⩽ 1
2𝑚! (𝐶𝑅2𝜆𝑡−1/𝛽) (𝐶𝑀𝛼𝑅𝜆

𝑡−𝛼−1/𝛽
2 )

𝑚−2
.

因此，应用引理 3.12，其中

𝜎2 = 𝐶𝑅2𝜆𝑡−1/𝛽 , 𝐿 = 𝐶𝑀𝛼𝑅𝜆
𝑡−𝛼−1/𝛽

2 ,

可得

‖𝑇
− 1

2
𝜆 [( ̃𝑔𝑋 − ̂𝑇 𝑓 ∗

𝜆 ) − (𝑔∗ − 𝑇 𝑓 ∗
𝜆 )]‖ℋ𝑘

⩽ 𝐶𝑅√
𝜆−1/𝛽

𝑛 (
1 + 𝑀𝛼√

𝜆−𝛼

𝑛 )
𝜆𝑡/2.

由于对于某个 𝜃 < 𝛽 有 𝜆 = 𝛺(𝑛−𝜃)，选择足够接近 1/𝛽 的 𝛼 > 1/𝛽 即可得到所需结
果。

𝑡 ⩽ 1/𝛽 情况的证明。 在这种情况下，必须应用截断技术。为了估计由截断引起

的额外误差项，需要使用如下关于再生核希尔伯特空间的 𝐿𝑞嵌入命题 [36]Theorem 5。

命题 3.16： 在假设 3.2下，对于任何 0 < 𝑠 ⩽ 𝛼0和 𝛼 > 𝛼0，有如下嵌入关系：

[ℋ𝑘]
𝑠 ↪ 𝐿𝑞(𝒳, d𝜇), 𝑞 = 2𝛼

𝛼 − 𝑠. （3.99）

现在，考虑 𝛺𝐵 = {𝑥 ∈ 𝒳 ∶ |𝑓 ∗(𝑥)| ⩽ 𝐵𝑅}以及

̄𝜉(𝑥) = 𝜉(𝑥)𝟏𝛺𝐵 (𝑥),
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其中 𝜉的定义见 (3.97)，𝐵的选择将在后文确定。那么，

‖
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜉(𝑥𝑖) − 𝔼𝜉(𝑥)
‖

ℋ𝑘

⩽
‖

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

̄𝜉(𝑥𝑖) − 𝔼 ̄𝜉(𝑥)
‖

ℋ𝑘

+
‖

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜉(𝑥𝑖)𝟏𝛺∁
𝐵

(𝑥𝑖)‖
ℋ𝑘

+ ‖𝔼𝜉(𝑥)𝟏𝛺∁
𝐵

(𝑥)‖ℋ𝑘
.

（3.100）

对于 (3.100)中的第一项，可以重复第一种情况中的相同论证，并利用额外的

界限：

‖𝟏 {𝑥 ∈ 𝛺𝑟} (𝑓 ∗
𝜆 − 𝑓 ∗)‖𝐿∞ ⩽ ‖𝑓 ∗

𝜆 ‖𝐿∞ + ‖𝟏 {𝑥 ∈ 𝛺𝑟} 𝑓 ∗‖𝐿∞

⩽ 𝑀𝛼 ‖𝑓 ∗
𝜆 ‖[ℋ𝑘]𝛼 + 𝐵𝑅

⩽ 𝑀𝛼𝑅𝜆
𝑡−𝛼

2 + 𝐵𝑅,

其中在最后一个不等式中应用了引理 3.3。因此得到

‖
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

̄𝜉(𝑥𝑖) − 𝔼 ̄𝜉(𝑥)
‖

ℋ𝑘

⩽ 𝐶𝑅√
𝜆−1/𝛽

𝑛 (
1 + 𝑀𝛼𝜆−𝛼/2 + 𝐵𝜆−𝑡/2

√𝑛 )
𝜆𝑡/2. （3.101）

对于 (3.100)中的第二项，命题 3.16结合Markov不等式可得

ℙ𝜇(𝛺∁
𝐵) = ℙ𝑥∼𝜇 {|𝑓 ∗(𝑥)| > 𝐵𝑅} ⩽ (𝐵𝑅)−𝑞 ‖𝑓 ∗‖

𝑞
𝐿𝑞 , （3.102）

其中 𝑞 = 2𝛼
𝛼−𝑠。那么，

ℙ {𝑥𝑖 ∈ 𝛺𝐵, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛} = (1 − ℙ𝜇(𝛺∁
𝐵))

𝑛
⩾ (1 − (𝐵𝑅)−𝑞 ‖𝑓 ∗‖

𝑞
𝐿𝑞 )𝑛.

因此，只要满足

𝐵−𝑞 = 𝑜 (
1
𝑛) , 或者等价地，𝐵 = 𝜔 (𝑛1/𝑞) , （3.103）

就有 ℙ {𝑥𝑖 ∈ 𝛺𝐵, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛} → 1，从而当 𝑛足够大时，(3.100)中的第二项以高

概率消失。

对于 (3.100)中的第三项，

‖𝔼𝜉(𝑥)𝟏𝛺∁
𝐵

(𝑥)‖ℋ𝑘
⩽ 𝔼 ‖𝜉(𝑥)𝟏𝛺∁

𝐵
(𝑥)‖ℋ𝑘

= 𝔼 [𝟏𝛺∁
𝐵

(𝑥)(𝑓 ∗(𝑥) − 𝑓 ∗
𝜆 (𝑥)) ‖𝜑1/2

𝜆 (𝑇 )𝑘𝑥‖ℋ𝑘]
(𝑎)
⩽ 𝐶𝜆−1/(2𝛽)𝔼 [𝟏𝛺∁

𝐵
(𝑥)(𝑓 ∗(𝑥) − 𝑓 ∗

𝜆 (𝑥))]
(𝑏)
⩽ 𝐶𝜆−1/(2𝛽) ‖𝑓 ∗ − 𝑓 ∗

𝜆 ‖𝐿2 ℙ(𝛺∁
𝐵)

1
2
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(𝑐)
⩽ 𝐶𝜆−1/(2𝛽)𝜆𝑡/2𝐵−𝑞/2 ‖𝑓 ∗‖

𝑞/2
𝐿𝑞 = 𝐶 ‖𝑓 ∗‖

𝑞/2
𝐿𝑞 𝜆𝑡/2√𝜆−1/𝛽𝐵−𝑞,

（3.104）

其中在 (𝑎)中应用了 (3.50)，在 (𝑏)中应用了 Cauchy-Schwarz不等式，在 (𝑐)中针对
𝐿2范数应用了引理 3.3，针对概率应用了 (3.102)。

最后，由于 𝜃 < 𝛽，可以选择 𝛼 ∈ (𝛽−1, 𝜃−1)。由此可得

1 − 𝜃/𝛽 > 1 − 𝛼𝜃 > 0,

可以选择某个 𝑙使得
1
𝑞 = 1

2(1 − 𝑡
𝛼 ) < 𝑙 < 1 − 𝜃𝑡

2 .

现在令 𝐵 = 𝑛𝑙。那么 (3.103)立即成立。对于项 (3.101)，有

√
𝜆−1/𝛽

𝑛 = 𝑂 (𝑛−(1−𝜃/𝛽)/2) , 𝜆−𝛼/2

√𝑛
= 𝑂 (𝑛−(1−𝛼𝜃)/2) , 𝐵𝜆−𝑡/2

√𝑛
= 𝑂 (𝑛−( 1−𝜃𝑡

2 −𝑙)
) ,

对于项 (3.104)，有

√𝜆−1/𝛽𝐵−𝑞 = 𝑂 (𝑛−(𝑞𝑙−𝜃/𝛽)/2) = 𝑂 (𝑛−(1−𝜃/𝛽)/2) .

由于所有的指数均为负值，由此完成了证明。

3.5.6 集中不等式

如下给出了标准的有界随机变量的 Hoeffding不等式，参见Wainwright [97] 的

命题 2.5。

引理 3.11 (Hoeffding不等式)： 设 𝜉, 𝜉1, ⋯ , 𝜉𝑛为独立同分布（i.i.d.）随机变量，满

足 |𝜉| ⩽ 𝐵几乎处处成立。则对于任意 𝛿 ∈ (0, 1)，至少以概率 1 − 𝛿有

|
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜉𝑖 − 𝔼𝜉
|

⩽ √
2𝐵2

𝑛 ln 2
𝛿 . （3.105）

下面的引理给出了更为一般的 Bernstein类型不等式，只需要对应的随机元的

（高阶）矩条件 [14]。

引理 3.12： 设𝐻 为可分希尔伯特空间。设 𝜉, 𝜉1, ⋯ , 𝜉𝑛为取值于𝐻 的独立同分布
随机元。假设

𝔼 ‖𝜉 − 𝔼𝜉‖𝑚
𝐻 ⩽ 1

2𝑚!𝜎2𝐿𝑚−2, ∀𝑚 = 2, 3, ⋯ , （3.106）

成立。则对于固定的 𝛿 ∈ (0, 1)，有

ℙ
{‖

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜉𝑖 − 𝔼𝜉
‖

𝐻
⩽ 2

(
𝐿
𝑛 + 𝜎

√𝑛)
ln 2

𝛿 }
⩾ 1 − 𝛿. （3.107）
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特别地，满足 (3.106)的一个充分条件是

‖𝜉‖𝐻 ⩽ 𝐿
2 几乎处处成立，且𝔼 ‖𝜉‖2

𝐻 ⩽ 𝜎2.

以下关于随机自伴 Hilbert-Schmidt算子的 Bernstein不等式在文献中常被使用

（例如 Li et al. [89] 的引理 B.5），它是 Tropp [98] 的定理 7.7.1的一个稍作修改的版

本。

引理 3.13： 设 𝐻 为可分希尔伯特空间。设 𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑛 为独立同分布随机元，其

取值为 𝐻 上的自伴 Hilbert-Schmidt算子，满足 𝔼(𝐴1) = 0，且对于某个 𝐿 > 0有
‖𝐴1‖ ⩽ 𝐿 几乎处处成立，且对于某个正迹类算子 𝑉 有 𝔼(𝐴2

1) ⪯ 𝑉。则对于任意
𝛿 ∈ (0, 1)，至少以概率 1 − 𝛿有

‖
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝐴𝑖‖
⩽ 2𝐿𝐵

3𝑛 + (
2 ‖𝑉 ‖ 𝐵

𝑛 )
1/2

, 其中𝐵 = ln 4Tr𝑉
𝛿 ‖𝑉 ‖ .
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第 4章 神经网络的自适应特征模型

前两章分别研究了神经切线核的谱性质以及相应核方法泛化误差的精确刻画。

这些结果一方面揭示了神经切线核方法在若干统计设定下的有效性，另一方面也

表明：当问题具有更复杂的结构，尤其是在高维情形下，固定核方法往往会受到维

度灾难的限制，难以解释真实神经网络所展现出的优异性能。造成这一差异的关

键原因在于，神经切线核方法本质上基于训练初始时刻的线性化近似，其特征表

示在训练过程中保持静态；而真实神经网络则会在训练中不断调整内部表示，从

而主动适应数据结构。

基于这一观察，本章提出一个一般性的自适应特征模型（adaptive featuremodel）

框架，通过引入参数化的特征映射，并联合优化特征映射与线性系数，来刻画神经

网络动态学习特征的能力。为了衡量训练过程中所学特征映射与目标函数之间的

匹配程度，本文进一步利用第 3章中核方法泛化误差的精确刻画，提出特征误差

度量（feature error measure）。本章将给出这一框架的基本定义与理论动机，并说

明它如何为后续的对角参数化模型（第 5章）和方向参数化模型（第 6章）提供统

一的分析语言。这些结果将展示自适应特征模型在理解神经网络特征学习动力学

及其对泛化影响方面的潜力。

4.1 自适应特征模型

虽然自适应特征学习已在各种背景下得到了探索 [17,62,65,99]，但仍缺乏一个捕

捉其核心原理的统一框架。在作者此前综述工作 [100]的基础上，本章提出一个一般

的自适应特征模型（adaptive feature model），将神经网络的动态学习能力整合到一

个用于非参数回归的结构化统计框架中。

回顾非参数回归问题（见第 1.4节）。传统的非参数回归方法依赖于固定的特

征映射 𝛷 ∶ 𝒳 → 𝐻，将输入 𝑥转换为希尔伯特空间𝐻（如 ℓ2(ℕ)）中的特征表示。
预测器定义为 𝑓(𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), 𝜷⟩𝐻，其中 𝜷 ∈ 𝐻 是可训练系数。然而，选择有效的
𝛷具有挑战性，往往导致与 𝑓 ∗的对齐不佳以及性能低下。

在固定特征映射之外，本文提出了一个参数化特征映射 𝛷𝜃 ∶ 𝒳 → 𝐻，其中 𝜃
是另一个可训练参数，𝐻 是固定的希尔伯特空间。预测器变为

𝑓(𝑥) = ⟨𝛷𝜃(𝑥), 𝜷⟩𝐻 , （4.1）
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并采用梯度下降方法联合优化 𝜃和 𝜷。回顾经验损失（或称样本损失）为

̂ℒ𝑛 = 1
2𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖))
2 , （4.2）

其中额外的 1/2系数是为了简化梯度表达式。自适应特征模型通过梯度下降（流）
同时训练 𝜃和 𝜷：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜃𝑡 = −∇𝜃 ̂ℒ𝑛,
̇𝜷𝑡 = −∇𝜷 ̂ℒ𝑛,

（4.3）

其中 𝜷 通常初始化为零，而 𝜃的初始化取决于 𝛷𝜃 的参数化方式。

自适应特征模型允许特征映射 𝛷𝜃 在训练期间演化，发现与 𝑓 ∗ 对齐更紧密的

表示。此外，这一过程是通过梯度下降自动完成的，不需要特定于问题的估计方

法。这种动力学模拟了神经网络的行为，即网络权重形成的特征表示是通过训练

隐式学习的。

参数化 𝛷𝜃 的灵活性使该方案能够整合多种模型。如果 𝛷𝜃 是固定的，则退化

为标准的核梯度下降法 [38]。𝛷𝜃 的其他实例包括过参数化线性回归、对角自适应

核方法和方向自适应特征方法，这些将在后文中介绍。通过 𝛷𝜃 的各种参数化，自

适应特征模型以统一的方式适应不同类型的数据结构。例如，在过参数化线性回

归中，调整特征映射 𝛷𝜃 有助于识别稀疏信号分量。同样，在对角参数化自适应特

征模型（第 5章）中，模型调整核的谱权重，改善了特征映射与潜在函数 𝑓 ∗之间

的对齐。此外，在方向参数化自适应特征模型（第 6章）中，对于单指标模型，模

型会学习相关方向以捕捉有效的投影结构。

虽然自适应性提供了明显的直观优势，但也为理论分析带来了新挑战。与由

于静态结构而能够得到最优系数闭式解的固定特征方法不同，通过梯度下降同时

演化的自适应方案通常缺乏解析解。此外，这种联合优化导致了非线性动力学，因

为同步更新以复杂的、依赖数据的方式将特征映射和系数耦合在一起。此外，如果

梯度下降无限期运行，可能会过拟合噪声训练数据，因此对早停（early stopping）

时间的精细分析往往是必要的。

4.2 特征误差度量

面对一族特征映射 𝛷𝜃，一个关键问题是：如何评价所学特征映射的有效性？

为了解决这个问题，本章将引入特征误差度量（feature error measure），这是一种

理论度量，旨在量化所学特征映射 𝛷𝜃 与目标函数 𝑓 ∗ 的对齐程度。考虑如下形式
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的特征映射：

𝛷(𝑥) = (𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥))𝑗∈𝑁

∈ ℓ2(𝑁), （4.4）

其中𝑁 ⊆ ℕ是索引集，ℓ2(𝑁)是平方可和序列空间，{𝑒𝑗(⋅)}𝑗∈𝑁是𝐿2(𝒳, d𝜇)中的标
准正交系（不一定是基），𝜆𝑗 ⩾ 0是权重。令𝐿2

𝛷为由 {𝑒𝑗}𝑗∈𝑁张成的𝐿2(𝒳, d𝜇)子空
间，并用 𝑃𝐿2

𝛷
𝑓 ∗ = ∑𝑗∈𝑁 𝑓 ∗

𝑗 𝑒𝑗 表示 𝑓 ∗在该子空间上的投影，其中 𝑓 ∗
𝑗 = ⟨𝑓 ∗, 𝑒𝑗⟩𝐿2

是 𝑓 ∗在该标准正交系中的系数。本文给出特征误差度量的如下定义：

定义 4.1： 特征误差度量（关于 𝛿, 𝜖2 > 0的函数）定义为：

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) = ℰProj(𝛷, 𝑓 ∗) + ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗), （4.5）

其中投影误差 ℰProj(𝛷, 𝑓 ∗)和统计误差 ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗)分别由下式给出：

ℰProj(𝛷, 𝑓 ∗) ≔ ‖𝑓 ∗ − 𝑃𝐿2
𝛷

𝑓 ∗
‖

2

𝐿2(𝒳, d𝜇)
,

ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) ≔ ℰV + ℰB ≔ |{𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿}| ⋅ 𝜖2 + ∑
𝑗∈𝑁

(𝑓 ∗
𝑗 )2𝟏 {𝜆𝑗 < 𝛿} .

特征误差度量 ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗)量化了特征映射 𝛷在逼近目标函数 𝑓 ∗ 时的理论

误差，其中参数 𝜖2 > 0定义了有效噪声水平，𝛿 > 0作为截断水平。它可分解为三
个部分：

• 投影误差 ℰProj(𝛷, 𝑓 ∗)：衡量特征映射 𝛷表示 𝑓 ∗的能力上限；

• 方差项 ℰV：通过显著分量的数量（即 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿）反映模型复杂度；
• 偏差项 ℰB：捕捉来自小权重特征（即 𝜆𝑗 < 𝛿）的逼近误差。
通过引入 𝜖2，而不是直接用样本量 𝑛来刻画误差，这一理论量使本文能够从

更一般的角度理解和分析特征映射的性能。同时，它使本文能够将特征映射的训

练与特征映射的评估分开，从而更清晰地理解特征映射的表现。对于 𝑛个样本，𝜖2

通常按 𝜖2 ≍ 1
𝑛 缩放。

另一方面，𝛿设置了一个阈值：权重 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿的特征对模型的复杂度有贡献，而
低于该阈值的特征则被有效忽略。在早停梯度下降的背景下，通常有 𝛿 ≍ 𝑡−1，其

中 𝑡是训练时间——早停对应于较大的 𝛿，限制了活跃特征的数量以防止过拟合。
此外，可以通过优化 𝛿来最小化误差，从而定义最优调节误差和最优截断水平：

ℰ∗(𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) ≔ inf
𝛿⩾0

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗), 𝛿∗(𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) ≔ argmin
𝛿⩾0

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗).（4.6）

然而，本文在此强调，最优调节误差仍取决于特征映射 𝛷，且对于不同的特征映
射，其差异可能非常显著。

注 4.1： 总是可以通过使用正交补和零权重扩展特征映射，将投影误差重新表述

为统计误差中的偏差项。然而，这种方法会影响特征映射原始形式的可解释性，因

85



第 4章 神经网络的自适应特征模型

此本文希望在特征误差度量中保留投影误差。

特征误差度量量化了与给定特征映射 𝛷相关的泛化误差。特别是考虑到序列
模型并假设 (𝑒𝑗)𝑗⩾1是一个基，它捕捉了与该特征映射相关的线性估计器

[90]的泛化

误差。具体而言，误差度量 ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗)恰好对应于估计器 ̂𝑓𝑗 = 1{𝜆𝑗⩾𝛿}𝑧𝑗 的

泛化误差。此外，考虑序列模型中的梯度下降估计器 ̂𝑓Seq
𝑡 ，它也是一个具有闭式

解 ̂𝑓𝑗 = (1 − e−𝜆𝑗 𝑡)𝑧𝑗 的线性估计器。其泛化误差为：

𝔼 ‖𝑓 ∗ − ̂𝑓Seq
𝑡 ‖

2

𝐿2
= ℰGD

V (𝑡)+ℰGD
B (𝑡), ℰGD

V (𝑡) = 1
𝑛 ∑

𝑗⩾1
(1−e−𝜆𝑗 𝑡)2, ℰGD

B (𝑡) = ∑
𝑗⩾1

e−2𝜆𝑗 𝑡(𝑓 ∗
𝑗 )2.

（4.7）

通过设置 𝑡 = 𝛿−1，项 ℰGD
V (𝑡)和 ℰGD

B (𝑡)分别与 ℰV和 ℰB紧密接近。这些联系表明，特

征误差度量是衡量特征映射 𝛷 学习目标函数 𝑓 ∗ 质量的一个具有代表性的 Oracle

代理。

4.3 序列模型简化

自适应特征模型的动力学方程 (4.3)往往是复杂且难以分析的。为了在专注于

自适应特征动力学的同时保留非参数回归的本质，本章进一步提出考虑高斯序列

模型 [90]的简化。假设给定 𝐿2(𝒳, d𝜇)中一个固定的标准正交基 (𝜙ℓ)ℓ∈ℐ，其中 ℐ是
索引集。文献 [90,92-93,100]已经观察到，在非参数回归问题 (1.3)中观测 𝑛个独立同
分布的样本实际上近似于在序列模型中观测到序列 (𝑧ℓ)ℓ∈ℐ：

𝑧ℓ = 𝑓 ∗
ℓ + 𝜉ℓ, 𝑓 ∗

ℓ = ⟨𝑓 ∗, 𝜙ℓ⟩𝐿2(𝒳, d𝜇) , 𝜉ℓ
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝒩 (0, 𝜎2/𝑛), ℓ ∈ ℐ. （4.8）

这里，𝑓 ∗
ℓ 代表目标函数 𝑓 ∗ 在标准正交基中的真实系数，𝜉ℓ 是噪声项（在不同索

引之间相互独立），𝜎2是方差参数。本文指出，噪声的方差 𝜎2/𝑛随样本量缩放，反
映了对 𝑛个样本取平均的效果。
设 𝑓 为候选函数。由于 (𝜙ℓ)ℓ∈ℐ 是标准正交基，总体损失（超额风险）可以写

为 ‖𝑓 − 𝑓 ∗‖
2
2 = ∑ℓ∈ℐ(𝑓ℓ − 𝑓 ∗

ℓ )2，其中 𝑓ℓ = ⟨𝑓 , 𝜙ℓ⟩𝐿2。因此，本文相应地在序列

模型中定义序列模型损失（简称为“序列损失”）。严格地说，当索引集 ℐ 为无限
集时，带有独立噪声的全体观测序列通常不属于 ℓ2(ℐ)，直接对所有坐标求和的随
机损失可能不是有限值。因此，可以先在有限截断集合 ℐ𝑀 ⊂ ℐ上定义良定的截断
损失，再令𝑀 → ∞。本文为简化记号，仍使用如下形式表示这一截断极限或形式
化等价的序列模型代理：

̄ℒ𝑛(𝑓 ) = 1
2 ∑

ℓ∈ℐ
(𝑓ℓ − 𝑧ℓ)

2 , 𝑓ℓ = ⟨𝑓 , 𝜙ℓ⟩𝐿2 , （4.9）

其梯度和动力学均可理解为有限截断问题的坐标形式，再在所需的收敛条件下取
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极限。这是非参数回归问题中的经验损失 ̂ℒ𝑛的序列模型近似。此时，可以考虑在

序列损失 ̄ℒ𝑛下的自适应特征模型动力学：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

d
d𝑡

̄𝜃𝑡 = −∇𝜃 ̄ℒ𝑛,
d
d𝑡

̄𝜷𝑡 = −∇𝜷 ̄ℒ𝑛.
（4.10）

那么，可以期待，(4.10)所描述的自适应特征模型动力学能够近似地捕捉原始非参

数回归问题中自适应特征模型的行为。从而可以通过分析序列模型中的自适应特

征模型来获得对原始问题的理解。

从有限样本到序列模型观测的转变不仅有所谓的“Le Cam 等价性” [92-93]的

佐证，这一点也得到了最近关于具有固定特征映射的梯度下降泛化误差研究 [95]的

支持，见后面的第 4.3.1小节。

此外，对于自适应特征模型的其他实例，也可以经验性地观察到经验损失和

序列损失下预测器之间的接近性。如图 4.2所示，只要训练时间保持在一定范围内，

两个预测器之间的差距就会随着样本量的增加而消失。这两种动力学的相似性使

得序列损失下的自适应特征模型可以被视为一种有效的近似。本文假设，这两种

训练过程之间强大的“路径等价性”在很大一类自适应特征模型中普遍成立，这

超出了本文目前工作的焦点，但将是一个有趣的未来研究方向。本文用一个不严

格的猜想来总结这一观察：

猜想 4.1 (非参数回归与序列模型的路径等价性)： 考虑非参数回归问题中的自适

应特征模型动力学 (4.3)，以及其在序列损失 (4.9)下的对应动力学 (4.10)。设 ̂𝑓𝑡和

̄𝑓𝑡 分别为这两种动力学在时间 𝑡时刻的估计量。在适当的参数化条件下，对于某
一类测试泛函 𝐺(𝛷, 𝛽) ∈ 𝒢，对于任何固定的训练时间 𝑇 > 0，有

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

sup
𝐺∈𝒢 |𝔼𝐺(𝛷𝜃𝑡 , 𝛽𝑡) − 𝔼𝐺(𝛷 ̄𝜃𝑡 , ̄𝛽𝑡)| −−−−→

𝑛→∞
0, （4.11）

以下，本章将通过固定核回归和数值实验来说明这种路径等价性。

4.3.1 核方法下的例证

现在考虑特征映射 𝛷固定、不依赖于参数 𝜃的情形。此时，自适应特征模型
(4.3)退化为核回归中的梯度流（梯度下降）方法（见例子 3.6）。固定 𝐿2(𝒳, d𝜇)中
的标准正交基 (𝑒𝑗)𝑗⩾1，考虑

𝛷(𝑥) = (𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥))𝑗⩾1

∶ 𝒳 → ℓ2, （4.12）
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其中 𝜆𝑗 ⩾ 0是一组权重，满足∑∞
𝑗=1 𝜆𝑗 < ∞。利用 𝑓𝑡(𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), 𝜷𝑡⟩ℓ2，此时 (4.3)

所给出的参数训练过程为

̇𝜷𝑡 = −∇𝜷 ̂ℒ𝑛 = −1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓𝑡(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖) 𝛷(𝑥𝑖), （4.13）

从而给出函数值的梯度流：

d
d𝑡𝑓𝑡(𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), ̇𝜷𝑡⟩ℓ2

= −1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓𝑡(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖) ⟨𝛷(𝑥), 𝛷(𝑥𝑖)⟩ℓ2 .

如果考虑对应的核函数 𝑘(𝑥, 𝑥′) = ⟨𝛷(𝑥), 𝛷(𝑥′)⟩ℓ2，那么上式可以写为

d
d𝑡𝑓𝑡(𝑥) = −1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓𝑡(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖) 𝑘(𝑥, 𝑥𝑖). （4.14）

比较由核函数 𝑘(𝑥, 𝑥′)所诱导的核回归梯度流，回顾例子 3.6中的 (3.27)：

̇𝑓𝑡 = −∇ℋ𝑘
𝑓

̂ℒ𝑛(𝑓𝑡) = −1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓𝑡(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖) 𝑘𝑥𝑖 ∈ ℋ𝑘,

可以发现这两个梯度流在函数值上是完全相同的。因此，在固定特征映射的情况

下，自适应特征模型 (4.3)与核回归中的梯度流是等价的。进一步地，可以将核回

归中的梯度流与序列模型中的梯度流联系起来。

为了进一步说明序列模型与非参数回归模型之间的联系，首先将再生核希

尔伯特空间中的梯度流 (4.13) 写成矩阵形式。定义 𝑛 个样本点的观测向量 𝒚 =
(𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛)⊤，以及特征矩阵 𝛷(𝑋) = (𝛷(𝑥1), ⋯ , 𝛷(𝑥𝑛))∞×𝑛。那么，展开 𝑓𝑡(𝑥) =
𝛷(𝑥)⊤𝛽𝑡，梯度流 (4.13)可以写作：

̇𝛽𝑡 = −1
𝑛𝛷(𝑋)𝛷(𝑋)⊤𝛽𝑡 + 1

𝑛𝛷(𝑋)𝒚. （4.15）

由于 1
𝑛𝛷(𝑋)𝛷(𝑋)⊤的第 𝑗, 𝑙个分量为

(
1
𝑛𝛷(𝑋)𝛷(𝑋)⊤

)𝑗,𝑙
=

𝜆
1
2
𝑗 𝜆

1
2
𝑙

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑒𝑗(𝑥𝑖)𝑒𝑙(𝑥𝑖),

并且 (𝑒𝑗)𝑗⩾1是 𝐿2(𝒳, d𝜇)中的标准正交基，大数定律表明当样本量 𝑛足够大时，
1
𝑛𝛷(𝑋)𝛷(𝑋)⊤ ≈ 𝛬 = diag(𝜆1, 𝜆2, ⋯ ),

也就是说该梯度流可以在特征基下实现对角化。不仅如此，假设 𝑓 ∗(𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), 𝜷∗⟩，
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可以展开

1
𝑛𝛷(𝑋)𝒚 = 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝛷(𝑥𝑖) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑓 ∗(𝑥𝑖) + 𝜀𝑖) 𝛷(𝑥𝑖)

= 1
𝑛𝛷(𝑋)𝛷(𝑋)⊤𝜷∗ + 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝛷(𝑥𝑖).

其中的第一项近似为 𝛬𝜷∗，而第二项的第 𝑗 个分量为

𝜆
1
2
𝑗
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑒𝑗(𝑥𝑖)𝜀𝑖,

中心极限定理表明它可以近似为 𝜆
1
2
𝑗 𝜉𝑗，其中 𝜉𝑗 是一个均值为零、方差为 𝜎2/𝑛的正

态随机变量。于是

1
𝑛𝛷(𝑋)𝒚 ≈ 𝛬𝜷∗ + 𝛬

1
2 𝝃 = 𝛬

1
2 𝒛.

把上述近似代入 (4.15)，得到如下近似的梯度流，它可以写成独立分量的形式：

̇𝛽𝑗(𝑡) ≈ −𝜆𝑗𝛽𝑗 + 𝜆
1
2
𝑗 𝑧𝑗 = −𝜆𝑗(𝛽𝑗(𝑡) − 𝜆

− 1
2

𝑗 𝑧𝑗). （4.16）

另一方面，考虑在序列损失 (4.9)下的梯度流。对于 𝑓(𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), 𝛽⟩ℓ2，有

𝑓𝑗 ≔ ⟨𝑓, 𝑒𝑗⟩𝐿2 = 𝜆
1
2
𝑗 𝛽𝑗 .

此时序列损失的梯度为

∇𝛽𝑗
̄ℒ𝑛 = ∂ ̄ℒ𝑛

∂𝑓𝑗
⋅

∂𝑓𝑗
∂𝛽𝑗

= (𝑓𝑗 − 𝑧𝑗) ⋅ 𝜆
1
2
𝑗 = 𝜆

1
2
𝑗 (𝜆

1
2
𝑗 𝛽𝑗 − 𝑧𝑗) .

于是，序列损失下的演化方程 (4.10)变成

d
d𝑡

̄𝛽𝑗(𝑡) = −𝜆𝑗( ̄𝛽𝑗(𝑡) − 𝜆
− 1

2
𝑗 𝑧𝑗), （4.17）

发现它与上面从核梯度流中得到的近似梯度流 (4.16)完全相同。不仅如此，继续

得到

d
d𝑡

̄𝑓𝑗(𝑡) = 𝜆
1
2
𝑗

d
d𝑡

̄𝛽𝑗(𝑡) = −𝜆𝑗( ̄𝑓𝑗(𝑡) − 𝑧𝑗). （4.18）

这是一个独立分量的线性微分方程，其解为

̄𝑓𝑗(𝑡) = (1 − e−𝜆𝑗 𝑡)𝑧𝑗 = [𝜆𝑗𝜑GF
𝜆 (𝜆𝑗)]𝑧𝑗 , 𝜆 = 𝑡−1, （4.19）

其中 𝜑GF
𝜆 正是例子 3.6中梯度流的滤谱函数。这也说明，在固定特征映射的情况下，

序列损失下的梯度流给出的估计量，正是序列模型中对应于梯度流方法的收缩估

计量 (3.32)。

最后，本文在前一章中得到的“序列模型等价性”，定理 3.1，事实上说明了，
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在一般的假设下，核梯度流与序列模型中的梯度流在泛化误差上是等价的，并且

这个等价性极其精确。由此，可以期待，在适当的假设下，不仅可以得到泛化误差

的等价性，还可以得到更强的路径等价性。

4.3.2 数值验证

本节进行进一步的数值实验，以说明经验损失和序列损失下自适应特征模型

的路径等价性。首先，图 4.1展示了对角自适应特征模型（见第 5章）和方向自适

应特征模型（见第 6章）中训练过程中特征误差度量（FEM）的演化。可以看到，

在经验损失和序列损失下，特征误差度量随着训练的进行而减小，两者表现相似。
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图 4.1 训练过程中特征误差度量 ℰ∗ 的下降。上行：对角自适应特征（Diag）；下行：单
指标模型（SIM）的方向自适应特征。左列：经验损失；右列：序列损失。阴影区域表示
由 200次运行计算出的标准差。

在图 4.2中，通过基于 𝐿2范数的能量距离，度量了两个函数分布之间的距离，

展示了在经验损失和序列损失下训练的预测器演化过程的相似性。图 4.3展示了两

种损失下特征误差度量（FEM）分布之间的能量距离。这些结果表明，随着样本

量的增加，经验损失和序列损失下的自适应特征模型的训练路径变得越来越相似，

这支持了本文关于路径等价性的猜想。
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图 4.2 经验损失 ℒ𝑛 和序列损失 ̄ℒ𝑛 下训练曲线的相似性。绘制了由 200次独立运行估计
出的能量距离，阴影区域表示通过自助法（bootstrapping）估计得到的标准差。上行：在
训练路径上，𝐷( ̂𝑓 Seq

𝑡 , ̂𝑓GD
𝑡 )远小于 𝐷( ̂𝑓 Seq

𝑡 , 0)和 𝐷( ̂𝑓GD
𝑡 , 0)。下行： ̂𝑓GD

𝑡 和 ̂𝑓 Seq
𝑡 之间的差异

随着 𝑛的增加而减小。三列中的方法分别为固定特征方法、对角自适应核方法和方向自适
应特征方法。
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图 4.3 经验损失 ℒ𝑛 和序列损失 ̄ℒ𝑛 下特征误差度量 ℰ∗ 之间的能量距离。
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第 5章 对角参数化模型的自适应特征理论

本章研究对角参数化模型中的自适应特征学习机制。在这一模型中，特征函

数保持固定，而对应的特征值权重可以在训练过程中动态调整；因此，它为理解

“特征如何在梯度下降下被重新加权”提供了一个结构清晰、又足够非平凡的理论

对象。第 5.1节将回顾固定核回归的局限性，以说明为何需要自适应方法。随后，

第 5.2节将介绍对角参数化模型的设定。接着，第 5.3节将陈述泛化能力的主要结

果，而第 5.4节将给出特征映射改进的结果。第 5.5节将展示数值实验以验证理论

发现。余下的章节将给出这些结果的证明细节。

5.1 固定核回归的局限性

仍然考虑第 3章中的非参数回归问题设置。设 𝑘 ∶ 𝒳 × 𝒳 → ℝ为连续正定核，
ℋ𝑘为其相关的再生核希尔伯特空间（RKHS）。核函数的Mercer分解为：

𝑘(𝑥, 𝑦) =
∞

∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑒𝑗(𝑥)𝑒𝑗(𝑦), （5.1）

其中 {𝜆𝑗}𝑗⩾1 是非负特征值的降序列，{𝑒𝑗}𝑗⩾1 是对应的正交归一化特征函数基底。

利用Mercer分解，可以给出核函数所对应的特征映射的显式形式：

𝛷(𝑥) = (𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥))𝑗⩾1 ∶ 𝒳 → ℓ2, （5.2）

它满足

𝑘(𝑥, 𝑥′) = ⟨𝛷(𝑥), 𝛷(𝑥′)⟩ℓ2 . （5.3）

此外，核函数所对应的再生核希尔伯特空间可以表示为：

ℋ𝑘 = {𝑓 ∶ 𝒳 → ℝ ∣ 𝑓(𝑥) =
∞

∑
𝑗=1

𝛽𝑗𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥), (𝛽𝑗)𝑗⩾1 ∈ ℓ2

}, （5.4）

由此，利用特征映射，函数 𝑓 ∈ ℋ𝑘可以表示为

𝑓(𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), 𝛽⟩ℓ2 , 𝛽 ∈ ℓ2.

固定核的梯度下降估计量是自适应核回归框架 (4.3)中的基线方法，对应于不

进行特征学习的平凡情形。回顾第 4.3.1小节，取 𝛷𝜃 ≡ 𝛷，参数训练由 (4.13)给
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出，即

̇𝛽𝑡 = −∇𝛽ℒ = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − ⟨𝛷(𝑥𝑖), 𝛽𝑡⟩ℓ2)𝛷(𝑥𝑖), 其中 𝛽0 = 𝟎, （5.5）

而所对应的估计量 ̂𝑓GF
𝑡 为

̂𝑓GF
𝑡 (𝑥) = ⟨𝛷(𝑥), 𝛽𝑡⟩ℓ2 ,

它所满足的演化方程为 (4.14)。这种核梯度下降（流）估计量也对应于无限宽极限

下的神经网络，见第 2.1节。

利用本文已在第 3章中讨论的核回归理论以及序列模型等价性，可以完全给

出固定核回归的泛化性能。假设回归函数 𝑓 ∗在特征函数基底下的展开为

𝑓 ∗ =
∞

∑
𝑗=1

𝜃∗
𝑗 𝑒𝑗 .

那么，根据定理 3.1以及 (3.37)，上述核梯度下降估计量的泛化误差为

ℛKer( ̂𝑓𝜆, 𝑓 ∗) = (1 + 𝑜ℙ(1))ℛSeq( ̂𝜽𝜆, 𝜽∗), （5.6）

其中

ℛSeq( ̂𝜽𝜆, 𝜽∗) =
∞

∑
𝑗=1

[𝜓GF
𝜆 (𝜆𝑗)]

2
(𝜃∗

𝑗 )
2

+ 𝜎2

𝑛

∞

∑
𝑗=1

[𝜆𝑗𝜑GF
𝜆 (𝜆𝑗)]

2
,

𝜑GF
𝜆 (𝑧) = 1 − e−𝑡𝑧

𝑧 , 𝜓GF
𝜆 (𝑧) = e−𝑡𝑧, 𝑡 = 𝜆−1.

本文将利用上述解析表达式，在下面的若干个例子中计算固定核回归的收敛速率，

以说明固定核回归的局限性。

5.1.1 不同衰减速率的特征值

在核回归中，通常的假设是回归函数 𝑓 ∗ 属于再生核希尔伯特空间 ℋ𝑘。更一

般的假设是 𝑓 ∗属于 ℋ𝑘的某个插值空间
[35,96]。基于Mercer分解，ℋ𝑘的 𝑠 ⩾ 0阶

插值空间可以表达为

[ℋ𝑘]
𝑠 ≔ {

∞

∑
𝑗=1

𝛽𝑗𝜆
𝑠
2
𝑗 𝑒𝑗 | (𝛽𝑗)𝑗⩾1 ∈ ℓ2

}, （5.7）

其配备范数

‖𝑓‖[ℋ𝑘]𝑠 = ‖𝜷‖ℓ2 , 𝑓 =
∞

∑
𝑗=1

𝛽𝑗𝜆
𝑠
2
𝑗 𝑒𝑗 .

特别地，插值空间 [ℋ𝑘]1对应于再生核希尔伯特空间ℋ𝑘本身。那么，假设特征值

衰减率为 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−𝛾，核回归中的经典结果（参见例如 Yao et al. [38], Li et al. [95]）表
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明如下的极小极大最优收敛速率：

inf̂
𝑓

sup
𝑓 ∗∈[ℋ𝑘]𝑠, ‖𝑓 ∗‖[ℋ𝑘]𝑠⩽1

𝔼ℛKer( ̂𝑓 , 𝑓 ∗) ≍ 𝑛− 𝑠𝛾
𝑠𝛾+1 . （5.8）

不仅如此，(5.6)也能够说明，如果回归函数 𝑓 ∗ “恰好”属于 [ℋ𝑘]𝑠，那么核梯度

下降估计量 ̂𝑓GF
𝑡 刚好达到该收敛速率，既不会表现得更好，也不会更差。

但是，再生核希尔伯特空间ℋ𝑘乃至其插值空间 [ℋ𝑘]𝑠与核函数本身密切相关，

也与核函数的特征分解紧密联系。所以，核回归方法的泛化性能在很大程度上取

决于核的特征分解以及目标函数在基底下的展开的系数的性质。换句话说，核的

选择应当会显著影响核方法的性能。为了定量地说明这一点，考虑以下示例。

众所周知，具有特定对称性的核（例如球面上的点积核或环面上的平移不变

周期核）共享同一组特征函数（例如球面谐波函数或傅里叶基）。由此，可以考虑

具有相同特征函数但不同特征值衰减率的核函数。固定一组特征函数 {𝑒𝑗}𝑗⩾1和真

实函数 𝑓 ∗。假设有两个核函数 𝑘1 和 𝑘2，它们的特征函数均为 {𝑒𝑗}𝑗⩾1，而它们的

特征值衰减率分别为 𝜆𝑗,1 ≍ 𝑗−𝛾1 和 𝜆𝑗,2 ≍ 𝑗−𝛾2。可以得出：

𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘1]𝑠1 ⟺ 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘2]𝑠2 当且仅当 𝛾1𝑠1 = 𝛾2𝑠2.

鉴于收敛速率仅取决于乘积 𝑠𝛾，相对于这两个核的收敛速率将完全相同。
注 5.1： 核函数的Mercer分解所给出的特征值衰减速率 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−𝛾 与其所对应的再

生核希尔伯特空间ℋ𝑘的正则性密切相关，它也与再生核希尔伯特空间的有效维度

（effective dimension）或容量条件（capacity condition）有着密切联系 [14]。特别地，

如果考虑光滑区域𝛺 ⊂ ℝ𝑑 上的 Sobolev空间𝐻𝑟(𝛺)，其中 𝑟 > 𝑑/2，则这个空间是
一个再生核希尔伯特空间，与该空间相关联的核函数的特征值通常以 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−2𝑟/𝑑

衰减 [35]。因此，𝛾 表示再生核希尔伯特空间 ℋ𝑘 中函数的“光滑度”。另一方面，

插值空间 [ℋ𝑘]𝑠的指标 𝑠则代表了其中函数相对于ℋ𝑘本身的额外正则性，它随着

𝑠的增加而增加，因此 𝑠也可以被视为“相对光滑性”的量度。以 Sobolev空间为

例，已知 [ℋ𝑘]𝑠 ≅ 𝐻𝑟𝑠(𝛺)，因此 𝑠衡量了函数相对于基准空间ℋ𝑘 = 𝐻𝑟(𝛺)的相对
光滑度。两者相结合，乘积 𝑠𝛾 则表示了函数的绝对光滑度。因此，上述结果实际
上说明，当特征函数及其排序固定时，核回归的收敛速率仅取决于目标函数的绝

对光滑度，而与核本身的特征值衰减速率无关。

上述结果似乎表明，当特征函数固定时，核回归方法在不同核上的表现相似。

然而，需要注意的是，这种相似性源于两个核具有相同的特征值衰减阶数，这与

预先设定的基底顺序相一致。事实上，如果真实函数的衰减顺序与核的特征值衰

减顺序相偏离，即使特征函数基底保持不变，也可能导致显著不同的收敛速率。本

章将在后面的两个子节中说明这一点。
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5.1.2 低维结构

考虑环面 𝕋 𝑑 = [−1, 1)𝑑上的平移不变周期核，其特征函数由傅里叶基 𝜙𝒎(𝒙) =
e𝑖𝜋⟨𝒎,𝒙⟩给出，其中 𝒎 ∈ ℤ𝑑。在此基底下，某个目标函数 𝑓 ∗(𝒙)可以表示为

𝑓 ∗ = ∑
𝒎∈ℤ𝑑

𝑓𝒎𝜙𝒎(𝒙).

如果假设 𝑓 ∗具有某种低维结构，那么其傅里叶系数 𝑓𝒎也会具有一定的额外结构。

例如，假设目标函数 𝑓 ∗仅依赖于 𝑑0个变量，具体表现为 𝑓 ∗(𝒙) = 𝑔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑0)
（对于某些 𝑑0 < 𝑑），并假设 𝑔 属于 𝑡阶 Sobolev空间 𝐻 𝑡(𝕋 𝑑0)。此时，可以计算得
到，系数 𝑓𝒎简化为：

𝑓𝒎 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑔𝒎1 , 𝒎 = (𝒎1, 𝟎), 𝒎1 ∈ ℤ𝑑0 ,

0, 其余情况.

现在，考虑平移不变周期核，它们的特征函数都由傅里叶基给出，所以只需关

注特征值。考虑如下两组特征值所对应的核函数 𝑘1和 𝑘2：𝑘1由 𝜆𝒎,1 = (1+‖𝒎‖2)−𝑟

给出（对于某些 𝑟 > 𝑑/2），其所对应的再生核希尔伯特空间是全空间上的 Sobolev

空间𝐻𝑟(𝕋 𝑑)；𝑘2由 𝜆𝒎,2 = (1+‖𝒎‖2)−𝑟（当𝒎 = (𝒎1, 𝟎)时）给出，其余情况 𝜆𝒎,2 = 0，
它所对应的再生核希尔伯特空间是 𝑑0维子空间上的 Sobolev空间𝐻𝑟(𝕋 𝑑0)的扩展。
那么，上述目标函数 𝑓 ∗ 同时属于 [ℋ𝑘1]𝑠 和 [ℋ𝑘2]𝑠（其中 𝑠 = 𝑡/𝑟）。在将特征

值按降序重新排列后，这两个核的衰减率分别为 𝛾1 = 2𝑟/𝑑和 𝛾2 = 2𝑟/𝑑0。因此，相

对于这两个核的收敛速率分别为：

2𝑡
2𝑡 + 𝑑 与

2𝑡
2𝑡 + 𝑑0

.

由此可见，当 𝑑 显著大于 𝑑0时，第二个核的收敛速率明显优于第一个核。

该示例说明，即使特征函数相同，特征值也会显著影响收敛速率。在上述场景

中，第二个核通过仅关注相关维度，从目标函数的低维结构中受益；而第一个核由

于考虑了所有维度，从而受到了“维度灾难”的影响。从这个例子中可以得到的关

键点是核与目标函数之间的对齐（alignment）。为了推广这一例子，可以考虑以下

特征值顺序与目标函数系数顺序不一致的情况。

5.1.3 错位结构

固定一组特征函数 (𝑒𝑗)𝑗⩾1，并将真实函数展开为 𝑓 ∗ = ∑𝑗⩾1 𝜃∗
𝑗 𝑒𝑗。注意，通

过给定 (𝑒𝑗)𝑗⩾1，已经定义了基底在 𝑗上的顺序，但真实函数的系数 𝜃∗
𝑗 并不一定随

𝑗 有序。假设索引序列 ℓ(𝑗)给出了 |𝜃
∗
ℓ(𝑗)|的降序排列，即 |𝜃

∗
ℓ(1)| ⩾ |𝜃

∗
ℓ(2)| ⩾ ⋯，那
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么可以通过 ℓ(𝑗)与 𝑗 之间的差异来刻画这种“错位”。具体而言，假设：

|𝜃
∗
ℓ(𝑗)| ≍ 𝑗−(𝑝+1)/2 且 ℓ(𝑗) ≍ 𝑗𝑞 对于 𝑝 > 0, 𝑞 ⩾ 1, （5.9）

其中较大的 𝑞表示更严重的错位。在特征值方面，考虑 𝜆𝑗,1 ≍ 𝑗−𝛾（其顺序与 𝑗 一
致），而 𝜆ℓ(𝑗),2 ≍ 𝑗−𝛾（其顺序与 ℓ(𝑗)一致）。那么，对应这两组系数序列的收敛速
率分别为：

𝑝
𝑝 + 𝑞 与

𝑝
𝑝 + 1.

因此，如果错位很严重（即当 𝑞较大时），收敛速率可能会有巨大差异。
第 5.1.2小节和第 5.1.3小节说明了核的特征值与目标函数的结构相对齐是非

常有益的。然而，先验地选择合适的核通常很困难，特别是当目标函数的结构未

知时，因此固定核回归可能会受到核本身的限制而表现不佳。受这些示例的启发，

本章希望探索“自适应特征”的想法，即可以从数据中学习核。

5.2 对角参数化模型

受上一节示例的启发，作为迈向自适应特征的第一步，本章考虑在特征函数

固定但核特征值可变的情况下的自适应特征方法。对应于第 4.1 节所述的自适应

特征模型的框架 (4.3)，本章需要定义一个参数化的特征映射 𝛷𝒂，其中 𝒂参数化了
核的特征值。

为此，首先回顾固定核特征映射 (5.2) 以及核梯度流 (5.5)。为了学习特征值，

本章考虑由 𝒂 = (𝑎𝑗)𝑗⩾1参数化的特征映射及其对应的核：

𝛷𝒂(𝑥) = (𝑎𝑗𝑒𝑗(𝑥))𝑗⩾1 , 𝑘𝒂(𝑥, 𝑥′) = ∑
𝑗⩾1

𝑎2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥)𝑒𝑗(𝑥′). （5.10）

对于预测器，类似地考虑 𝑓(𝑥) = ⟨𝛷𝒂(𝑥), 𝜷⟩ℓ2，其中 𝜷 = (𝛽𝑗)𝑗⩾1 ∈ ℓ2 是特征映射

下的系数向量。然后，考虑同时训练 𝒂和 𝜷 的梯度流：
⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝜷ℒ𝑛(𝑓𝑡), 𝜷(0) = 𝟎;

𝒂̇(𝑡) = −∇𝒂ℒ𝑛(𝑓𝑡), 𝑎𝑗(0) = 𝜆1/2
𝑗 ,

（5.11）

其中 𝑓𝑡 = ⟨𝛷𝒂(𝑡)(𝑥), 𝜷(𝑡)⟩ℓ2，ℒ𝑛是 (4.2)中定义的经验损失。这里，(𝜆𝑗)𝑗⩾1是核的

初始特征值。将梯度流 (5.11)在时刻 𝑡得到的估计量记为 ̂𝑓DA
𝑡 = 𝑓𝑡。

96



第 5章 对角参数化模型的自适应特征理论

5.2.1 更深层的过参数化

除了 (5.10)中的参数化特征映射外，还可以进一步考虑在特征映射中增加额

外参数以构成多层模型。现在考虑更深层的参数化形式：

𝛷𝒂,𝒃(𝑥) = (𝑎𝑗𝑏𝐷
𝑗 𝑒𝑗(𝑥))𝑗⩾1

, 𝑘𝒂,𝒃(𝑥, 𝑥′) = ∑
𝑗⩾1

𝑎2
𝑗 𝑏2𝐷

𝑗 𝑒𝑗(𝑥)𝑒𝑗(𝑥′), （5.12）

其中 𝐷 > 0 是额外层的数量，𝒃 = (𝑏𝑗)𝑗⩾1 是额外参数。类似地考虑 𝑓(𝑥) =
⟨𝛷𝒂,𝒃(𝑥), 𝜷⟩ℓ2 以及参数 𝒂、𝒃和 𝜷 上的梯度流：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝒂̇ = −∇𝒂ℒ𝑛(𝑓𝑡), 𝑎𝑗(0) = 𝜆
1
2
𝑗 ;

𝒃̇ = −∇𝒃ℒ𝑛(𝑓𝑡), 𝑏𝑗(0) = 𝑏0;
̇𝜷 = −∇𝜷ℒ𝑛(𝑓𝑡), 𝜷(0) = 𝟎.

（5.13）

这里，𝑏0 > 0是所有 𝑏𝑗 的共同初始值。将此梯度流 (5.13)在时刻 𝑡得到的估计量
记为 ̂𝑓DA,𝐷

𝑡 。

值得注意的是，如果考虑形式为 𝛷(𝑥) = (𝑎𝑗𝑏𝑗,1 ⋯ 𝑏𝑗,𝐷𝑒𝑗(𝑥))𝑗⩾1 且具有相同初

始化 𝑏𝑗,𝑘 = 𝑏0, 𝑘 = 1, ⋯ , 𝐷的过参数化，则由于对称性，𝑏𝑗,𝑘 在训练过程中将保持

相同，因此在不计常数因子的意义下，这等价于本章的参数化 𝜃𝑗 = 𝑎𝑗𝑏𝐷
𝑗 𝛽𝑗。

5.3 泛化能力的结果

对于回归函数，由于 (𝑒𝑗(𝑥))𝑗⩾1构成一组标准正交基，可以将其展开为 𝑓 ∗(𝑥) =
∑𝑗⩾1 𝜃∗

𝑗 𝑒𝑗(𝑥)。随后，本文针对真实系数 (𝜃∗
𝑗 )𝑗⩾1定义以下量：

𝐽sig(𝛿) ≔ {𝑗 ∶ |𝜃
∗
𝑗 | ⩾ 𝛿} , 𝛷(𝛿) ≔ |𝐽sig(𝛿)| ,

𝛹(𝛿) = ∑
𝑗∉𝐽sig(𝛿)

(𝜃∗
𝑗 )2 =

∞

∑
𝑗=1

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏{(𝜃∗

𝑗 )2 < 𝛿2}.
（5.14）

这两个量分别衡量了真实系数中显著分量的数量以及非显著分量的平方和，它们

描述了拟合回归函数（或者这一组系数）的难易程度。本章对真实系数的假设如

下：

假设 5.1： 存在常数 𝐵∞使得对于所有 𝑗 ⩾ 1有 |𝜃∗
𝑗 | ⩽ 𝐵∞。此外，存在常数 𝜅 ⩾ 1

和 𝐵spn > 0使得

max 𝐽sig(𝛿) ⩽ 𝐵spn𝛿−𝜅 , ∀𝛿 > 0, （5.15）

且存在常数 𝑠0, 𝐵sig > 0使得

𝛷(𝛿) ⩽ 𝐵sig𝛿−(1−𝑠0). （5.16）
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在假设 5.1中，条件 (5.15) 表明显著分量（即那些 |𝜃
∗
𝑗 | ⩾ 𝛿 的分量）的跨度

随 1/𝛿 的增长速度至多为多项式阶。这一假设较为宽松，适用于许多实际场景，
例如第 5.1.3 小节中考虑的情况（对于第一个核，𝜅 = 2𝑞

𝑝+1）。从另一个角度看，

它对真实信号顺序与特征值顺序之间的“错位”程度施加了一个温和的限制，其

中 𝜅 衡量了 𝜃∗
𝑗 的排序与 𝑗 本身排序之间的偏差。需要说明的是，条件 (5.15) 本

身只是关于显著系数所在位置的跨度控制，并不意味着 𝜃∗ 是稀疏的，也不推出

(𝜃∗
𝑗 )𝑗⩾1 ∈ ℓ1。在 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−𝛾 的情形下，传统源条件例如∑𝑗⩾1(𝜃∗

𝑗 )2/𝜆2𝑟
𝑗 < ∞可以推出

max 𝐽sig(𝛿) ≲ 𝛿−1/(𝑟𝛾)，因此可看作 (5.15)的一类充分条件；但 (5.15)只保留这一跨

度后果，并不与源条件等价。另一方面，条件 (5.16)要求显著分量的计数函数衰减

足够快，以保证 (𝜃∗
𝑗 )𝑗⩾1是可求和的，这同样是一个温和的正规性条件。更加具体

地，本章可以引入如下具有错位的信号结构假设：

假设 5.2： 存在一个子列 𝑗(ℓ)以及 𝑝 > 0和 𝑞 ⩾ 1，满足

𝜃∗
𝑗(ℓ) ≍ ℓ− 𝑝+1

2 , 且对于其余分量 𝜃∗
𝑘 = 0, （5.17）

以及 𝑗(ℓ) ≍ ℓ𝑞。

假设 5.2明确地规定了系数序列 (𝜃∗
𝑗 )𝑗⩾1的错位结构，它与 (5.9)中的设定相似。

其中，𝑝衡量了回归函数或者其系数内蕴的衰减速率，而 𝑞则衡量了回归函数系数
衰减与给定的特征函数基底顺序之间的错位程度。当 𝑝 > 1时，容易说明假设 5.2满

足假设 5.1中的条件。

此外，本章还需要引入以下假设：特征函数一致有界且（初始）特征值呈多项

式阶衰减。这一假设在核方法文献中非常常见 [34,36]，例如当特征函数为傅里叶基

且核与 Sobolev空间相关联时 [35]，该假设均成立。

假设 5.3： 假设 sup𝑗⩾1 ‖𝑒𝑗(𝑥)‖∞ ⩽ 𝐶eigf，且对于某些 𝛾 > 1，有

𝑐eig𝑗−𝛾 ⩽ 𝜆𝑗 ⩽ 𝐶eig𝑗−𝛾 , （5.18）

其中 𝐶eigf, 𝑐eig, 𝐶eig > 0为常数。
基于上述假设，本文现在给出对角自适应核回归的泛化误差刻画，包括单层

模型和多层模型两种情况。

定理 5.1： 如果假设 5.3和假设 5.1成立，则对于任意 𝑠 > 0，通过选择 𝑡 ≍ 𝑛
1
2，当

𝑛足够大时，以至少 1 − 𝐶/𝑛2的概率有

‖𝑓 ∗ − ̂𝑓DA
𝑡 ‖

2

𝐿2
≲ 1

𝑛 [𝛷(𝑛−1/2√ln 𝑛) ln 𝑛 + 𝑛
1+𝑠
2𝛾

] + 𝛹(𝑛−1/2ln 𝑛). （5.19）

此处，常数 𝐶 及隐含的常数可能取决于假设中的常数以及 𝑠的选择。
定理 5.2： 如果假设 5.3和假设 5.1成立，则对于任意 𝑠 > 0，通过选择 𝑡 ≍ 𝑛

𝐷+1
𝐷+2 和
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𝑏0 ≍ 𝑛− 1
2(𝐷+2)，当 𝑛足够大时，以至少 1 − 𝐶/𝑛2的概率有

‖𝑓 ∗ − ̂𝑓DA,𝐷
𝑡 ‖

2

𝐿2
≲ 1

𝑛 [𝛷(𝑛−1/2√ln 𝑛) ln 𝑛 + 𝑛
1+𝑠

(𝐷+2)𝛾
] + 𝛹(𝑛−1/2ln 𝑛). （5.20）

此处，常数 𝐶 及隐含的常数可能取决于假设中的常数以及 𝑠的选择。
如果考虑假设 5.2中具体给出的多项式错位结构，有𝛷(𝛿) ≍ 𝛿− 2

𝑝+1 , 𝛹(𝛿) ≍ 𝛿
2𝑝

𝑝+1，

可以得到更明确的收敛速率如下。举一个更具体的例子，如果考虑 (5.9)的设定（证

明见 Li et al. [101]的 Lemma F.2），则得到以下推论：

推论 5.1：考虑 (5.11)或 (5.13)中的对角自适应特征模型。假设假设 5.3和假设 5.2成

立，其中 𝑝 > 1，且 𝛾 > 𝑝+1
𝐷+2。则通过选择 𝑏0 ≍ 𝑛− 1

2(𝐷+2)（若𝐷 ≠ 0）和 𝑡 ≍ 𝑛
𝐷+1
𝐷+2，当

𝑛足够大时，忽略对数因子，有

‖𝑓 ∗ − ̂𝑓DA,𝐷
𝑡 ‖

2

𝐿2
= 𝑂̃ℙ(𝑛− 𝑝

𝑝+1 ). （5.21）

5.3.1 讨论

从以下几个方面讨论定理 5.1和定理 5.2的启示。

5.3.1.1 泛化能力的提升

定理 5.1和定理 5.2展示了对角自适应特征模型的泛化性能。与普通的固定核

函数的核梯度流相比（见第 5.1节），对角自适应特征模型通过使特征值自适应于

真实信号，显著提高泛化性能。推论 5.1表明，在错位结构假设下，对角自适应特

征模型能够实现最优收敛速率 𝑛− 𝑝
𝑝+1（至多含对数因子），而传统的核梯度流方法

只能实现 𝑛− 𝑝
𝑝+𝑞 的速率。当 𝑞较大时，即真实信号的排序与特征值的排序之间存在

严重错位时，这种提升尤为显著。此外，如果回到第 5.1.2小节中使用各向同性核

𝑘1的低维回归函数，可以看到，虽然固定核梯度流会受到收敛速率为
2𝑡

2𝑡+𝑑 的“维

度灾难”影响，但对角自适应特征模型却能实现与维度无关的速率 2𝑡
2𝑡+𝑑0
。因此，自

适应模型显著改善了泛化性能。

5.3.1.2 自适应的早停时间的选择

自适应核方法的一个显著优势是它不需要关于真实参数的先验知识来选择停

止时间。考虑 (5.9)描述的情况，传统梯度下降需要选择停止时间 𝑡 ≍ 𝑛(𝑞𝛾)/(𝑝+𝑞) 才

能达到最优收敛速率，而这一选择关键取决于真实参数中未知的 𝑝和 𝑞。相比之下，
对角自适应特征模型只需选择停止时间 𝑡 ≍ 𝑛

𝐷+1
𝐷+2，这并不依赖于未知的真实参数。
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5.3.1.3 深度的影响

定理 5.2的结果还表明，更深的过参数化可以进一步提高泛化性能。在两层过

参数化中，定理 5.1中出现的额外项 𝑛
1+𝑠
2𝛾 是由于调整较大特征值时的局限性造成

的。通过引入深度，即在模型中添加额外的 𝐷层并配合适当的初始化，这一项可
以在定理 5.2中改进为 𝑛

1+𝑠
(𝐷+2)𝛾。这种改进表明，深度可以细化模型对特征值自适应

的敏感度，从而实现对潜在信号结构更微妙的调整。这一发现强调了模型深度在

增强学习过程中的重要性，也为深度学习模型的经验成功提供了理论依据。

5.3.1.4 与前人工作的比较

本章所考虑的对角自适应特征模型与现有关于过参数化梯度下降泛化性能的

文献密切相关 [77-79]。从以下几个方面将本章的结果与现有文献进行比较：

• 问题设置：现有文献 [77-79]主要研究高维线性回归领域，侧重于隐式正则化和

稀疏性；而本研究则深入探讨非参数核回归，强调可训练核对潜在信号结构

的自适应性。

• 过参数化设置：现有工作 Zhao et al. [77]考虑的是两层 Hadamard积 𝜃 = 𝑎 ⊙ 𝑏
的过参数化设置，其中每个分量的初始化均相同，即 𝑎(0) = 𝛼𝟏且 𝑏(0) = 𝟎。相
比之下，本章的工作考虑为每个分量初始化不同的特征值 𝑎𝑗(0) = 𝜆1/2

𝑗 。此外，

本章通过增加额外的 𝐷 层将过参数化扩展到更深的模型。虽然 Vaškevičius

et al. [79]的后续工作Li et al. [78]考虑了更深的过参数化，但其形式为 𝜃 = 𝑢⊙𝐷−
𝑣⊙𝐷且 𝑢(0) = 𝑣(0) = 𝛼𝟏。虽然这种设置由于初始化均匀而易于分析，但它无
法揭示特征值学习的过程，而这正是本章结果中的一个核心洞察。此外，对

定理 5.2的分析涉及不同初始化的 𝑎𝑗 和 𝑏𝑗 之间的相互作用，因此本章的分析

比现有工作更为复杂。

• 对过参数化的诠释：先前的工作主要将过参数化视为一种隐式正则化机制，

而本章的工作提供了一个全新的视角，即过参数化通过学习特征值来适应真

实信号的结构。本文将在第 5.4节更加具体地展示，核的参数化表现出一种

特征学习行为，其中特征值得以学习以匹配真实信号。

• 受限等距性质（RIP）条件：现有文献 [77-79]依赖 RIP 条件来分析梯度动力

学。相比之下，本章的工作通过利用特征函数的集中性和对梯度流动力学的

精细分析，不需要 RIP条件。此外，正如 Vaškevičius et al. [79]所讨论的，Zhao

et al. [77], Li et al. [78]中的 RIP条件实际上对于独立同分布的随机样本来说过

于苛刻，难以成立。
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5.4 特征映射的改进

现在，本文将结合第 4.2 节中定义的特征误差度量，来解释为什么对角自适

应核回归能够实现更好的泛化性能。由于特征基是固定的，投影误差 ℰProj(𝛷, 𝑓 ∗)
是一个常数，因此假设 𝑓 ∗ 被包含在 {𝑒𝑗}𝑗∈𝑁 张成的空间中并不失一般性。此时，

(4.5)中的特征误差度量简化为：

ℰ(𝛿; 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) = ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) = # {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿} 𝜖2 + ∑
𝑗∈𝑁

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏 {𝜆𝑗 < 𝛿} ,

（5.22）

其中 𝑓 ∗ = ∑𝑗∈𝑁 𝜃∗
𝑗 𝑒𝑗 是在特征基下表示的真实函数，𝜆𝑗 是与特征映射 𝛷 相关联

的特征值序列。在固定特征基的设定下，特征映射实际上是通过权重序列来指定

学习索引的顺序。当特征映射给出的顺序与真实函数系数的顺序相一致时，特征

误差度量达到最小。因此，特征误差度量正是描述真实函数与特征映射之间“错

位”（misalignment）程度的一种度量，这也是本文所感兴趣的。

具体地，在第 5.1.3小节所考虑的例子中，如果𝛷所对应的特征值满足 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−𝛾，

可以得到

ℰ∗(𝛿; 𝛷, 𝑓 ∗) ≔ inf
𝛿⩾0

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) = (𝜖2)
𝑝

𝑝+𝑞 ,

而如果 𝛷∗所对应的特征值满足 𝜆ℓ(𝑗) ≍ 𝑗−𝛾，则有

ℰ∗(𝛿; 𝛷∗, 𝑓 ∗) = (𝜖2)
𝑝

𝑝+1 .

5.4.1 序列损失下的结果

利用第 4.3节中的讨论，首先考察替换样本损失 ̂ℒ𝑛 为序列损失 ̄ℒ𝑛 的情况以

呈现最核心的结果。此时，所考虑的对角自适应特征模型的演化方程为：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝜷 ̄ℒ𝑛, 𝛽𝑗(0) = 0;

̇𝜽(𝑡) = −∇𝜽 ̄ℒ𝑛, 𝜃𝑗(0) = 𝜆
1
2
𝑗 ,

（5.23）

以及对应的深层参数化版本

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝜷 ̄ℒ𝑛, 𝜷(0) = 𝟎;
̇𝜽(𝑡) = −∇𝜽 ̄ℒ𝑛, 𝜃𝑗(0) = 𝜆1/2

𝑗 ;

𝒃̇(𝑡) = −∇𝒃 ̄ℒ𝑛, 𝑏𝑗(0) = 𝑏0.

（5.24）

本文有如下的结果：

定理 5.3： 考虑在假设 5.2下由 (5.23)定义的对角自适应特征模型。令 𝑡∗ = 𝑡∗(𝑛) ≍
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√𝑛/(log 𝑛)，则以至少 1 − 𝐶𝑛−2的概率有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡), 𝑓 ∗) 在 𝑡 ∈ [0, 𝑡∗]上关于 𝑡单调递减. （5.25）

此外，如果 𝛾 > 1
2(1 + 𝑝

𝑞 )，则

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(0), 𝑓 ∗) ≍ 𝑛− 𝑝
𝑝+𝑞 ≫ 𝑛−(1− 1

2𝛾 ) + 𝑛− 𝑝
𝑝+1 (log 𝑛)

2𝑝
𝑝+1 ≳ ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡∗), 𝑓 ∗).

定理 5.4： 考虑在假设 5.2下由 (5.24)定义的对角自适应特征模型。令 𝑡∗ = 𝑡∗(𝑛) ≍
𝑛

𝐷+1
𝐷+2 /√log 𝑛且 𝑏0 ≍ 𝑛− 1

2(𝐷+2)，则以至少 1 − 𝐶𝑛−2的概率有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡), 𝑓 ∗) 在 𝑡 ∈ [0, 𝑡∗]上关于 𝑡单调递减. （5.26）

此外，如果 𝛾 > 1
𝐷+2(1 + 𝑝

𝑞 )，则

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(0), 𝑓 ∗) ≍ 𝑛− 𝑝
𝑝+𝑞 ≫ 𝑛−(1− 1

(𝐷+2)𝛾 ) + 𝑛− 𝑝
𝑝+1 (log 𝑛)

2𝑝
𝑝+1 ≳ ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡∗), 𝑓 ∗).

定理 5.3和定理 5.4展示了对角自适应特征模型在训练过程中持续改进特征映

射、从而更好地对齐真实函数的能力。初始时的特征映射 𝛷𝜽(0)的特征误差度量为

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(0), 𝑓 ∗) ≍ 𝑛− 𝑝
𝑝+𝑞，这在很大程度上受到错位程度 𝑞 > 1的影响。在训练过

程中，自适应特征逐渐调整以匹配真实函数，导致特征误差度量 ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡), 𝑓 ∗)
随 𝑡单调递减。最终特征误差度量中的 𝑛−(1− 1

(𝐷+2)𝛾 )
项源于无法完全纠正的初始错

位。尽管如此，只要初始衰减足够快（即 𝛾 > 𝑝+1
𝐷+2），最终的特征误差度量就能恢

复到非参数最优速率 𝑛− 𝑝
𝑝+1（带有一个对数因子）。

此外，正如在泛化能力的结果中观察到的，定理 5.4中深度𝐷的引入可以通过
放宽对初始快速衰减的要求来进一步优化特征误差度量。深度的益处体现在由错

位引起的额外误差项 𝑛−(1− 1
(𝐷+2)𝛾 )

上，该项随 𝐷的增加而减小。这种改进源于深层
参数化在训练过程中调整特征权重的灵活性增强。这种由深度增强的自适应性反

映了深度神经网络的行为，即通过多层结构逐步细化特征表示。然而，这是以增

加计算复杂度和延长最优停止时间 𝑡∗ ≍ 𝑛
𝐷+1
𝐷+2 /√log 𝑛为代价的，体现了性能提升与

训练效率之间的权衡。

5.4.2 样本损失下的结果

现在，本文研究在经验损失下对角自适应特征模型的特征误差度量演化。本

节额外假设 𝜀是独立的次高斯（sub-Gaussian）噪声。

定理 5.5：令假设 5.2和假设 5.3成立。考虑对角自适应特征模型 (5.11)或其多层版

本 (5.13)。若𝐷 ≠ 0，取 𝑏0 ≍ 𝑛− 1
2(𝐷+2)。令 𝑠 > 0为任意小的常数，并定义 𝑞 = 2

2(𝐷+1)
𝐷+2 。

那么，存在 𝐿 ≍ (−1
2 + 𝑠) log 𝑛，一个满足 𝛿𝐿 ⩽ 𝑛− 1

2 +𝑠的递减序列 𝛿𝑙 = 𝐶𝑞−𝑙 (𝑙 ⩽ 𝐿)，
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以及满足 𝑡𝑙 ≲ 𝛿−𝑙
𝑙 log 𝑛的时间序列 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝐿 = 𝑡∗ ≲ 𝑛

𝐷+1
𝐷+2，使得以至少

1 − 𝐶𝑛−2的概率，有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡),𝒃(𝑡), 𝑓 ∗) ≲ 𝛿𝑝
𝑙 + 𝑛− 𝑝

𝑝+1 + 𝑛−(1− 1+𝑠
(𝐷+2)𝛾 ) ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑙, 𝑡∗], ∀𝑙 = 0, ⋯ , 𝐿.（5.27）

特别地，

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡∗),𝒃(𝑡∗), 𝑓 ∗) ≲ 𝑛− 𝑝
𝑝+1 +𝑠 + 𝑛−(1− 1+𝑠

(𝐷+2)𝛾 ).

与定理 5.3和定理 5.4类似，定理 5.5表明，在经验损失下，对角自适应特征方

法同样会在训练过程中逐步改善特征误差度量。此外，定理 5.5呈现出一种渐进式

的阶梯状下降模式，而非单调递减，这是由于在经验损失下不同系数之间的交互

作用所致。尽管如此，在定理 5.5中仍可获得与序列模型相同的最终特征误差度量。

最后，本文也给出如下结果，更加定量地刻画在最终停止时间 𝑡∗ 时特征值如

何根据真实信号进行调整。

命题 5.1： 在与定理 5.1或定理 5.2相同的条件下，对于选定的停止时间 𝑡∗，特征

值学习项 𝑎𝑘(𝑡)𝑏𝐷
𝑘 (𝑡)（对于定理 5.1中单层的情况，取 𝐷 = 0且令 𝑏𝐷

𝑗 = 1）满足：
• 信号分量：对于满足 |𝜃∗

𝑘| ⩾ 𝐶1𝑛−1/2 ln 𝑛的 𝜃∗
𝑘，有

𝑎𝑘(𝑡∗)𝑏𝐷
𝑘 (𝑡∗) ⩾ 𝑐1 |𝜃∗

𝑘|
𝐷+1
𝐷+2 . （5.28）

• 噪声分量：对于满足 |𝜃∗
𝑘| ⩽ 𝑛−1/2且 𝜆𝑘 ⩽ 𝑛− 1+𝑠

𝐷+2 的分量，有

𝑎𝑘(𝑡∗)𝑏𝐷
𝑘 (𝑡∗) ⩽ 𝐶2𝑎𝑘(0)𝑏𝐷

𝑘 (0)e𝐶3(√ln 𝑛+√ln 𝑘). （5.29）

此处，𝑐1, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3均为不依赖于 𝑛或 𝑘的常数。
通过该命题可以看出，对于信号分量，学习到的特征值至少为真实信号强度

某次幂的常数倍。因此，过参数化梯度下降调整了特征值以匹配真实信号。在噪声

分量的情况下，虽然特征值在训练过程中仍会有所增长，但只要 𝜆𝑗 相对较小，特

征值就不会超过初始值的常数倍。这一发现表明，过参数化梯度下降能够有效地

使特征值自适应于真实信号，同时减轻对噪声的过拟合，呈现出特征学习（feature

learning）的行为。本文注意到，当 𝜆𝑗 相对较大时，该方法仍倾向于过拟合噪声分

量，在泛化误差中贡献了一个额外的 𝑛− 1
𝐷+2

1
𝛾 项，但当 𝛾 较大时，该项可以忽略不

计。

综上所述，本章证明了在固定特征基的前提下，自适应特征模型在不同的统

计模型中均能持续优化特征误差度量。结果表明，自适应模型能够有效地学习出

与真实函数对齐的“最优”特征映射，使特征误差度量接近非参数最优速率。这些

发现强调了自适应特征方案的灵活性和稳健性，架起了经典统计方法与现代学习

范式之间的桥梁。
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5.5 数值实验

本节通过数值模拟来验证理论结果。在训练过程中，通过小步长的梯度下降

法对梯度流进行离散化处理。

5.5.1 低维结构的设定

先关注第 5.1.2小节中的设定，其中 𝒙 ∼ Unif([−1, 1)𝑑)，特征函数可以选取为
傅里叶基。为了说明自适应核方法的训练动力学，考虑 𝑑 = 2的情况。将真实函
数选取为 𝑓 ∗(𝒙) = cos(7.5𝜋𝑥1)，其中 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2)。此时可以计算出 𝑓 ∗ 在特征函

数上的系数为 ⟨𝑓 ∗, cos(𝑘𝜋𝑥1)⟩ = 30
(4𝑘2−225)𝜋，⟨𝑓 ∗, sin(𝑘𝜋𝑥1)⟩ = 0。将特征值选取为

𝜆𝒎 = (1 + ‖𝒎‖2
2)−3/2。在 𝑛 = 400个样本的设定下，在图 5.1中绘制了泛化误差曲线

和系数的演化过程。

从泛化误差图中可以看出，自适应核方法的表现优于固定核方法。此外，从系

数图中可以观察到，固定核方法学习了无关方向上的噪声，而自适应核方法则集中

于真实方向，这说明了自适应核方法在学习信号结构方面的优势。这与命题 5.1中

的理论结果相一致。

本文进行了进一步的实验，在各种设定下对比固定核方法与对角自适应核方

法的泛化误差。参见图 5.2。结果表明，自适应核方法能够获得明显优于固定核方

法的泛化误差。此外，还可以观察到在自适应核方法中引入额外层所带来的益处。

总体而言，数值模拟支持了本章的理论结果。

5.5.2 错位结构的设定

现在，本文考察第 5.1.3小节中的设定，并且直接考虑序列损失的情况以简化

数值实验。针对真实参数 𝜽∗、特征值衰减率 𝛾 和深度 𝐷的不同设置，本文考察了
过参数化梯度下降（包括更深层的参数化）的泛化性能。结果如表 5.1所示。本文

发现泛化误差速率总体上与推论 5.1中的理论结果一致，虽然由于有限样本量存在

一些波动。对比 𝛾 = 1.1时深度 𝐷 = 0、𝐷 = 1和 𝐷 = 2的结果，可以看到 𝐷 = 0
的方法收敛速率最慢，而 𝐷 = 2的方法收敛速率最快，这证明了更深的参数化能
够提升泛化性能。总之，数值实验验证了本章的理论结果。

此外，本文研究了命题 5.1中讨论的特征值项 𝑎𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡)随时间 𝑡的演化。结果

如图 5.3所示。本文发现，特征值项确实能够适应信号的潜在结构：对于大信号，特

征值项随着训练的进行而趋近于信号值；而对于小信号，特征值项没有显著增加。

此外，本文发现更深的过参数化减少了噪声分量对应的特征值项的波动，从而提

升了模型的泛化性能。本节实验主要用于验证对角参数化自适应特征模型的理论
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图 5.1 固定核方法与对角自适应核方法在具有低维结构的 𝑑 = 2示例上的对比。左上图
显示了泛化误差曲线。右上图显示了真实系数，下两行显示了固定核方法和对角自适应核

方法的系数演化。由于特征函数的指标是二维的，将系数绘制在二维网格中。

表 5.1 在真实参数 𝑝, 𝑞 和特征值衰减率 𝛾 的不同设置下，对角自适应特征模型的泛化误
差收敛速率，其中 𝑟∗为理想收敛速率。收敛速率是通过对样本量 𝑛在 2000, 2200, ⋯ , 4000
范围内的泛化误差进行对数最小二乘拟合估计的，其中泛化误差为 256次重复实验的均
值。

𝑝 = 0.6 (𝑟∗ = 0.37) 𝑝 = 1 (𝑟∗ = 0.5) 𝑝 = 3 (𝑟∗ = 0.75)

𝛾 𝑞 = 1 𝑞 = 1.5 𝑞 = 2 𝑞 = 1 𝑞 = 1.5 𝑞 = 2 𝑞 = 1 𝑞 = 1.5 𝑞 = 2

1.1 0.38 0.40 0.50 0.50 0.45 0.48 0.78 0.69 0.67

2 0.36 0.41 0.52 0.49 0.46 0.50 0.80 0.73 0.72

3 0.36 0.41 0.52 0.48 0.46 0.50 0.76 0.73 0.74
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log Err 0.90log n + 0.42
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Generalization Error vs. n for exp(sin(2 x1))

Fixed kernel
log Err 0.50log n + 0.63
Diag adapt D=0
log Err 0.58log n + 0.74
Diag adapt D=1
log Err 0.55log n + 0.93
Diag adapt D=2
log Err 0.41log n + 1.29
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Generalization Error vs. n for sin(7.5 x1)

Fixed kernel
log Err 0.55log n + 0.87
Diag adapt D=0
log Err 0.70log n + 0.43
Diag adapt D=1
log Err 0.66log n + 0.30
Diag adapt D=2
log Err 0.64log n + 0.28
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Generalization Error vs. n for cos(4.5 x1)

Fixed kernel
log Err 0.03log n + 1.19
Diag adapt D=0
log Err 0.80log n + 0.33
Diag adapt D=1
log Err 0.98log n + 0.62
Diag adapt D=2
log Err 1.01log n + 0.73
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Generalization Error vs. n for exp(sin(2 x1))

Fixed kernel
log Err 0.42log n + 0.46
Diag adapt D=0
log Err 0.76log n + 0.13
Diag adapt D=1
log Err 0.64log n + 0.63
Diag adapt D=2
log Err 0.48log n + 1.08
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Generalization Error vs. n for sin(4.5 x1)

Fixed kernel
log Err 0.03log n + 1.18
Diag adapt D=0
log Err 0.72log n + 0.18
Diag adapt D=1
log Err 0.83log n + 0.31
Diag adapt D=2
log Err 0.88log n + 0.46
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Generalization Error vs. n for cos(3.5 x1)

Fixed kernel
log Err 0.02log n + 1.21
Diag adapt D=0
log Err 0.76log n + 0.27
Diag adapt D=1
log Err 1.03log n + 0.71
Diag adapt D=2
log Err 1.09log n + 0.87
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Generalization Error vs. n for exp(sin(2 x1))
Fixed kernel
log Err 0.29log n + 0.62
Diag adapt D=0
log Err 0.79log n + 0.05
Diag adapt D=1
log Err 0.70log n + 0.47
Diag adapt D=2
log Err 0.49log n + 1.06
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Generalization Error vs. n for sin(3.5 x1)

Fixed kernel
log Err 0.03log n + 1.18
Diag adapt D=0
log Err 0.65log n + 0.07
Diag adapt D=1
log Err 0.84log n + 0.34
Diag adapt D=2
log Err 0.90log n + 0.47

图 5.2 固定核方法与对角自适应核方法在各种设定下的对比。三行分别对应第 5.1.2小
节中维度 𝑑 = 2, 3, 4的情况。误差棒表示 32次运行的标准差。

表 5.2 深度为 𝐷 = 1和 𝐷 = 2的对角自适应特征模型的泛化误差的收敛速率。设置与
表 5.1相同。

𝑝 = 0.6 (𝑟∗ = 0.37) 𝑝 = 1 (𝑟∗ = 0.5) 𝑝 = 3 (𝑟∗ = 0.75)

𝛾 𝑞 = 1 𝑞 = 1.5 𝑞 = 2 𝑞 = 1 𝑞 = 1.5 𝑞 = 2 𝑞 = 1 𝑞 = 1.5 𝑞 = 2

𝐷 = 1
1.1 0.36 0.40 0.52 0.49 0.46 0.49 0.79 0.73 0.72

2 0.36 0.40 0.52 0.48 0.46 0.50 0.76 0.73 0.73

3 0.30 0.32 0.38 0.45 0.41 0.44 0.75 0.73 0.74

𝐷 = 2
1.1 0.34 0.39 0.49 0.46 0.44 0.48 0.76 0.74 0.75

2 0.35 0.40 0.51 0.47 0.45 0.49 0.74 0.73 0.73

3 0.36 0.40 0.51 0.48 0.46 0.50 0.74 0.73 0.73
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预言。进一步将自适应核梯度流与直接训练的神经网络、经典自适应非参数回归

方法进行系统比较，需要针对具体网络结构、优化算法和数据生成机制设计额外

实验，本文将其留作后续工作。

5.6 单层参数化的泛化能力证明

在本节中给出定理 5.1的证明，而定理 5.2的证明虽然类似但更为复杂，将推

迟至第 5.7节。

证明的核心思想是通过一个对角化版本来近似动力学过程 (5.31)（即 (5.11)的

显式形式），从而本文可以分别分析每个分量的动力学。接着，本文分别处理信号

分量和噪声分量，证明信号分量以最优速率收敛到真实参数，且噪声分量得到了

良好的控制。这里的主要挑战在于处理一个额外的扰动项：本章分析了带扰动的

对角化方程的动力学，并利用命题 5.2进行迭代论证，从而逐渐缩小扰动项。

本节其余部分的结构安排如下：在第 5.6.1 小节中推导了梯度流的显式形式

(5.31)。在第 5.6.2小节和第 5.6.3小节中建立了原始动力学与对角化动力学之间的

近似关系。在第 5.6.5小节中分析了带扰动的一维方程的动力学。最后，在第 5.6.4小

节中证明了定理 5.1。

在本章余下的证明中，使用 𝑠 表示一个可以取为任意小的正数。记 ln+(𝑥) =
max(ln 𝑥, 0)。用

𝐸(𝑥) = (𝑒𝑗(𝑥))
⊤
𝑗⩾1

表示基函数给出的（无穷维）列向量。

5.6.1 梯度流的显式形式

对于 (5.11)中的自适应核回归，记 𝜽(𝑡) = (𝜃𝑗)𝑗⩾1 = 𝒂(𝑡) ⊙ 𝜷(𝑡)。那么，有

𝑓𝑡(𝑥) = ⟨𝛷𝒂(𝑡)(𝑥), 𝜷(𝑡)⟩ = ⟨𝐸(𝑥), 𝒂(𝑡) ⊙ 𝜷(𝑡)⟩ = ⟨𝐸(𝑥), 𝜽(𝑡)⟩ = 𝐸(𝑥)⊤𝜽(𝑡),

作为对比，真实函数类似地给出为 𝑓 ∗(𝑥) = ∑𝑗⩾1 𝜃∗
𝑗 𝑒𝑗(𝑥) = 𝐸(𝑥)⊤𝜽∗。

此外，记

̂𝛴 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(𝑥𝑖)𝐸(𝑥𝑖)⊤, 𝒓 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝐸(𝑥𝑖). （5.30）

直接计算表明

∇𝛽ℒ𝑛(𝑓𝑡) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝐷𝜷(𝑡)𝐸(𝑥𝑖) [𝐸(𝑥𝑖)⊤ (𝜽(𝑡) − 𝜽∗) − 𝜀𝑖]

107



第 5章 对角参数化模型的自适应特征理论

0 50 100 150 200
Time t

10 1

100

lo
g1

0 
er

ro
r

D=0

0 200 400 600 800 1000
Time t

D=1

0 500 1000 1500 2000
Time t

D=3
Generalization error

100 120 140 160 180 200
index j

2.25

2.00

1.75

1.50

1.25

1.00

0.75

0.50

lo
g1

0 
m

ag
ni

tu
de

t=0

100 120 140 160 180 200
index j

t=50

100 120 140 160 180 200
index j

t=100
Model = a  (D = 0)

100 120 140 160 180 200
index j

2.5

2.0

1.5

1.0

lo
g1

0 
m

ag
ni

tu
de

t=0

100 120 140 160 180 200
index j

t=150

100 120 140 160 180 200
index j

t=300
Model = ab  (D = 1)

100 120 140 160 180 200
index j

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

lo
g1

0 
m

ag
ni

tu
de

t=0

100 120 140 160 180 200
index j

t=350

100 120 140 160 180 200
index j

t=700
Model = ab3  (D = 3)

图 5.3 泛化误差以及特征值项 𝑎𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡)随时间 𝑡的演化。第一行显示了三种参数化设置

𝐷 = 0, 1, 3的泛化误差随训练时间 𝑡的变化。其余行显示了特征值项 𝑎𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡)随时间 𝑡的

演化。为了便于展示，选择了索引 𝑗 = 100到 200。蓝色线条表示特征值项，黑色标记表
示根据命题 5.1缩放后的非零信号。在设置方面，取 𝑝 = 1，𝑞 = 2和 𝛾 = 2。
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= 𝐷𝜷(𝑡) [
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(𝑥𝑖)𝐸(𝑥𝑖)⊤ (𝜽(𝑡) − 𝜽∗) − 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝐸(𝑥𝑖)]

= 𝐷𝜷(𝑡) [ ̂𝛴 (𝜽(𝑡) − 𝜽∗) − 𝒓] .

类似地，

∇𝒂ℒ𝑛(𝑓𝑡) = 𝐷𝒂(𝑡) [ ̂𝛴 (𝜽(𝑡) − 𝜽∗) − 𝒓] .

因此，推导出梯度流的显式形式为

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝜷ℒ𝑛 = 𝒂 ⊙ [ ̂𝛴(𝜽∗ − 𝜽) + 𝒓] , 𝜷(0) = 𝟎,

𝒂̇(𝑡) = −∇𝒂ℒ𝑛 = 𝜷 ⊙ [ ̂𝛴(𝜽∗ − 𝜽) + 𝒓] , 𝑎𝑗(0) = 𝜆1/2
𝑗 .

（5.31）

5.6.2 分量划分

将 𝜽的分量划分为两个集合：信号分量 𝑆 ⊂ ℕ+ 和噪声分量 𝑅 = 𝑆∁。按如下

方式选择 𝑆：

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 = {𝑗 ⩾ 1 ∶ |𝜃
∗
𝑗 | ⩾ 𝑛−1/2√ln 𝑛} ∪ {𝑗 ⩾ 1 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝑛−1/2} . （5.32）

那么，根据假设 5.1，有

|𝑆1| ⩽ 𝛷(𝑛−1/2) ⩽ 𝐶𝑛1/2−𝑠 max𝑆1 ⩽ 𝐶𝑛𝜅/2.

同样，根据假设 5.3，有 |𝑆2| ⩽ 𝐶𝑛1/(2𝛾)。注意到 𝛾 > 1，得到

|𝑆| ⩽ 𝐶𝑛(1−𝑠0)/2 max𝑆 ⩽ 𝐶𝑛𝜅/2. （5.33）

此外，假设 5.3还给出 𝑆∁
2 ⩾ 𝑐𝑛1/(2𝛾)，因此

𝐿 ≔ min𝑅 ⩾ 𝑐𝑛1/(2𝛾). （5.34）

近似分解.

本文通过以下分解，利用对角化的 𝜽∗ − 𝜽来近似 ̂𝛴(𝜽∗ − 𝜽) + 𝒓：

̂𝛴(𝜽∗ − 𝜽) + 𝒓 = (𝜽∗ − 𝜽) + 𝒑 + 𝒒 + 𝒓 = (𝜽∗ − 𝜽) + 𝒉, （5.35）

其中 𝒉 = 𝒑 + 𝒒 + 𝒓，

𝒑 = ( ̂𝛴⋅𝑆 − 𝐼⋅𝑆)(𝜽∗ − 𝜽)𝑆 , 𝒒 = ( ̂𝛴⋅𝑅 − 𝐼⋅𝑅)(𝜽∗ − 𝜽)𝑅, （5.36）

且 𝐼 是无限维单位矩阵。具体而言，通过计算以下两项之差得到 (5.35)：

̂𝛴(𝜽∗ − 𝜽) = ̂𝛴⋅𝑆(𝜽∗ − 𝜽)𝑆 + ̂𝛴⋅𝑅(𝜽∗ − 𝜽)𝑅,

𝜽∗ − 𝜽 = 𝐼⋅𝑆(𝜽∗ − 𝜽)𝑆 + 𝐼⋅𝑅(𝜽∗ − 𝜽)𝑅.
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5.6.3 集中不等式

以下引理给出了 (5.35)中误差项的初步上界。

引理 5.1： 在假设假设 5.3下，存在常数 𝐶1, 𝐶2 > 0，使得以至少 1 − 𝐶1/𝑛2 的概

率，对于所有 𝑘 ⩾ 1，有

|𝑟𝑘| ⩽ 𝐶2√
ln(𝑛𝑘)

𝑛 （5.37）

|( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽∗
𝑅| ⩽ 𝐶2√

‖𝜽∗
𝑅‖1
𝑛 ln(𝑛𝑘), （5.38）

‖ ̂𝛴𝑘𝑆 − 𝐼𝑘𝑆‖2 ⩽ 𝐶2√
|𝑆|
𝑛 ln(𝑛𝑘) （5.39）

‖( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝛬
1
2
𝑅‖2

⩽ 𝐶2√
Tr𝛬𝑅

𝑛 ln(𝑛𝑘). （5.40）

证明 首先为固定的 𝑘 建立不等式，最后通过联合概率界得到对所有 𝑘 成立的结
果。对于第一个不等式，回顾：

𝑟𝑘 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝑒𝑘(𝑥𝑖).

由于 (𝑥𝑖, 𝜀𝑖)是独立同分布的，且 |𝑒𝑘(𝑥𝑖)| ⩽ 𝐶eigf，𝜀𝑖 是次高斯（sub-Gaussian）的，

可以应用 Hoeffding不等式引理 5.23得到：对于固定的 𝑘 ⩾ 1，

ℙ
{|𝑟𝑘| ⩾ 𝐶2√

ln(𝑛𝑘)
𝑛 }

⩽ 𝐶
𝑘2𝑛2 .

对于第二个不等式，注意到

̂𝛴𝑘𝑅𝜽∗
𝑅 = 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑒𝑘(𝑥𝑖) ∑
𝑗∈𝑅

𝑒𝑗(𝑥𝑖)𝜃∗
𝑗 .

令 𝜉𝑖 = 𝑒𝑘(𝑥𝑖) ∑𝑗∈𝑅 𝑒𝑗(𝑥𝑖)𝜃∗
𝑗，有

|𝜉𝑖| ⩽ 𝐶2
eigf ∑

𝑗∈𝑅
|𝜃

∗
𝑗 | = ‖𝜽∗

𝑅‖1 ,

且 𝔼𝜉𝑖 = 𝐼𝑘𝑅𝜽∗
𝑅。因此，Hoeffding不等式给出

ℙ
⎧⎪
⎨
⎪⎩

|( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽∗
𝑅| ⩾ 𝐶2√

‖𝜽∗
𝑅‖1
𝑛 ln(𝑛𝑘)

⎫⎪
⎬
⎪⎭

⩽ 𝐶
𝑘2𝑛2 .

对于第三个不等式，注意到

̂𝛴𝑘𝑆 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑒𝑘(𝑥𝑖)𝑒𝑗(𝑥𝑖))𝑗∈𝑆 .
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定义随机向量 𝑣 = (𝑒𝑘(𝑥𝑖)𝑒𝑗(𝑥𝑖))𝑗∈𝑆，有

‖𝑣‖2
2 = ∑

𝑗∈𝑆
|𝑒𝑘(𝑥𝑖)𝑒𝑗(𝑥𝑖)|

2 ⩽ 𝐶2
eigf |𝑆| .

因此，利用希尔伯特空间上的 Hoeffding不等式引理 5.24，得到

ℙ
{‖ ̂𝛴𝑘𝑆 − 𝐼𝑘𝑆‖2 ⩾ 2√

|𝑆|
𝑛 ln(𝑛𝑘)

}
⩽ 2

𝑛2𝑘2 .

对于第四个不等式，类似地，有

̂𝛴𝑘𝑅𝛬
1
2
𝑅 = 1

𝑛

𝑛

∑
𝑖=1 (𝑒𝑘(𝑥𝑖)𝜆

1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥𝑖))𝑗∈𝑅

.

定义随机向量 𝑤 = (𝑒𝑘(𝑥𝑖)𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥𝑖))𝑗∈𝑅

，有

‖𝑤‖2
2 = ∑

𝑗∈𝑅 |𝑒𝑘(𝑥𝑖)𝜆
1
2
𝑗 𝑒𝑗(𝑥𝑖)|

2
⩽ 𝐶2

eigf ∑
𝑗∈𝑅

𝜆𝑗 = Tr𝛬𝑅,

因此同样有

ℙ
{‖( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝛬

1
2
𝑅‖2

⩾ 2√
Tr𝛬𝑅

𝑛 ln(𝑛𝑘)
}

⩽ 2
𝑛2𝑘2 .

最后，由于尾概率关于 𝑘是可求和的，可以应用联合概率界得到结果。

5.6.4 定理 5.1的证明

对于稍后确定的某个 𝐸 > 0，将过拟合噪声之前的时间定义为

𝑇 err = inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ ∃ 𝑘 ∈ 𝑅, |𝜃𝑘(𝑡)| > 2𝜆𝑘e𝐸√ln 𝑛+ln 𝑘
} , （5.41）

其中若上式中的集合为空，则约定 𝑇 err = +∞。在此先声称始终有 𝑇 err ⩾ ̄𝐶√𝑛，因
此对于随后考虑的所有时间都有 𝑡 ⩽ 𝑇 err；将在本小节末尾的第 5.6.4.2小节中证明

这一声明。在下文中，即使不明确提及，也始终假设 𝑡 ⩽ 𝑇 err。

现在，开始利用命题 5.1中的集中性结果来控制 (5.35)中的误差项 𝒑, 𝒒, 𝒓。对
于 𝑝𝑘，有

|𝑝𝑘| ⩽ ‖ ̂𝛴𝑘𝑆 − 𝐼𝑘𝑆‖2 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖2
(5.39)

⩽ 𝐶√
|𝑆|
𝑛 ln(𝑘𝑛) ⋅ √|𝑆| ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞

= 𝐶 |𝑆| √
ln(𝑛𝑘)

𝑛 ⋅ ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ ,
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另一方面，对于 𝑞𝑘，有

𝑞𝑘 = ( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽∗
𝑅 − ( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽𝑅.

对于第一项，使用 (5.38)以及假设 5.1得到

|( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽∗
𝑅| ⩽ 𝐶√

‖𝜽∗
𝑅‖1
𝑛 ln(𝑛𝑘) ⩽ 𝐶√

ln(𝑛𝑘)
𝑛 .

对于第二项，使用 (5.40)：

|( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽𝑅| = |(
̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝛬

1
2
𝑅𝛬

− 1
2

𝑅 𝜽𝑅| ⩽ ‖( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝛬
1
2
𝑅‖2 ‖𝛬

− 1
2

𝑅 𝜽𝑅‖2

⩽ 𝐶√
Tr𝛬𝑅

𝑛 ln(𝑛𝑘) ⋅ ‖𝛬
− 1

2
𝑅 𝜽𝑅‖2

,

现在，当 𝑡 ⩽ 𝑇 err时，有

‖𝛬
− 1

2
𝑅 𝜽𝑅(𝑡)‖

2

2
⩽ 𝐶 ∑

𝑘∈𝑅
𝜆𝑘e2𝐸√ln 𝑛+ln 𝑘

⩽ 𝐶e2𝐸√ln 𝑛
∑
𝑘⩾𝐿

𝜆𝑘e2𝐸√ln 𝑘

⩽ 𝐶𝑛𝑠
∑
𝑘⩾𝐿

𝑘−𝛾+𝑠 ⩽ 𝐶𝐸𝑛𝑠𝐿−(𝛾−1−𝑠)

⩽ 𝐶𝐸𝑛𝑠𝑛−(𝛾−1−𝑠)/(2𝛾) = 𝐶𝐸𝑛−(𝛾−1)/(2𝛾)+𝑠 ⩽ 𝐶,

其中 𝐶𝐸 是一个额外依赖于 𝐸 的常数，可以让 𝑛足够大，使得所得常数 𝐶 不依赖
于 𝐸。因此，有

|( ̂𝛴𝑘𝑅 − 𝐼𝑘𝑅)𝜽𝑅| ⩽ 𝐶√
Tr𝛬𝑅

𝑛 ln(𝑛𝑘) ⩽ 𝐶√
ln(𝑛𝑘)

𝑛 .

结合 (5.37)，将 𝑝𝑘, 𝑞𝑘, 𝑟𝑘的上界总结为

|𝑝𝑘| ⩽ 𝜂𝑘 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ , |𝑞𝑘| ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln(𝑛𝑘), |𝑟𝑘| ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln(𝑛𝑘),（5.42）

其中使用了 (5.33)得到

𝜂𝑘 = 𝐶 |𝑆| 𝑛−1/2√ln(𝑛𝑘) ⩽ 𝐶𝑛−𝑠√ln(𝑛𝑘).

5.6.4.1 信号分量的收缩动力学

对于信号 𝑘 ∈ 𝑆，利用 𝑘 ⩽ max𝑆 ⩽ 𝐶𝑛𝜅/2将 (5.42)重写为

‖𝒑𝑆‖∞ ⩽ 𝜂 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ , ‖𝒒𝑆 + 𝒓𝑆‖∞ ⩽ 𝜀 ≔ 𝐶𝑛−1/2√ln 𝑛. （5.43）

其中可以选择 𝜂 = 𝐶𝑛−𝑠1 对于某个小的 𝑠1 > 0。然而，这里的挑战在于，通
过 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ ⩽ 𝐶 对 ‖𝒑𝑆‖∞ 进行的粗略限制并不能给出所需的最佳误差界
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𝑛−1/2√ln 𝑛。尽管如此，如果 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞减小，‖𝒑𝑆‖∞也会减小。因此，需要以

下命题来确保 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ 的减小，该命题与 Vaškevičius et al. [79] 的第 B.3节中

的证明思路相似。

命题 5.2 (收缩单调性与收缩时间)： 假设对于常数 𝜂 ⩽ 1/8和 𝜀 > 0，有

‖𝒑𝑆‖∞ ⩽ 𝜂 ‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆‖∞ , ‖𝒒𝑆 + 𝒓𝑆‖∞ ⩽ 𝜀.

假设对于某个 𝑡0 ⩾ 0，有

‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡0)‖∞ ⩽ 𝑀.

那么，

‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝑀 ∨ 2𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0. （5.44）

此外，

• 如果 𝜂𝑀 ⩾ 𝜀，那么

‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 1

2𝑀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 half(𝑀), （5.45）

其中

𝑇 half(𝑀) = 4𝑀−1
[

2 + 1
2 max

𝑘∈𝑆 (
ln+ 𝑀

𝜆𝑘
+ ln+ |𝜃∗

𝑘|
𝜆𝑘 )]

. （5.46）

• 如果 𝜂𝑀 < 𝜀，那么对于满足 |𝜃∗
𝑘| ⩾ 4𝜀的每个 𝑘 ∈ 𝑆，有

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 4𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 fin

𝑘 , （5.47）

其中

𝑇 fin
𝑘 ⩽ 4 |𝜃∗

𝑘|
−1

(
2 + 1

2 ln+ 𝑀
𝜆𝑘

+ 1
2 ln+ |𝜃∗

𝑘|
4𝜆𝑘

+ ln+ |𝜃∗
𝑘|

2𝜀 )
. （5.48）

另一方面，对于所有 𝑘 ∈ 𝑆，有

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 2max(|𝜃∗

𝑘| , 4𝜀), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + (2𝜀)−1. （5.49）

证明 证明依赖于第 5.6.5小节中建立的一维方程分析。定义

𝑡 = inf{𝑠 ⩾ 𝑡0 ∶ ‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑠)‖∞ > 𝑀 ∨ 2𝜀} .

那么，必然有 ‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡)‖∞ = 𝑀 ∨ 2𝜀，这意味着对于某个索引 𝑘，有 |𝜃∗

𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| =
𝑀 ∨ 2𝜀。由此给出

‖𝒉𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝜅 ≔ 𝜂(𝑀 ∨ 2𝜀) + 𝜀 < 𝑀 ∨ 2𝜀.
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注意到 𝜂 < 1/2。与引理 5.2的证明类似，回顾 (5.58)：

̇𝜃𝑘(𝑡) = (𝑎2
𝑘(𝑡) + 𝛽2

𝑘(𝑡))(𝑧 − 𝜃𝑘(𝑡) + ℎ𝑘(𝑡)).

因此， ̇𝜃𝑘(𝑡)与 𝑧 − 𝜃𝑘(𝑡)符号相同，从而 |𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|在 𝑡处必然是减小的，这与 𝑡的

定义矛盾。

现在证明第二部分。利用已获得的控制 (5.44)，得到

‖𝒉𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0.

如果 𝜀 ⩽ 𝜂𝑀，有 𝜅 < 2𝜂𝑀 ⩽ 𝑀/4。在引理 5.3和推论 5.2中取 𝜅′ = 𝑀/4，在以下
时间的最大值之后，有 |𝜃∗

𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 2𝜅′ = 𝑀/2：

(𝜅′)
−1

[
2 + 1

2 ln+ 𝑀
𝜆𝑘

+ 1
2 ln+ |𝜃∗

𝑘| − 2𝜅′

𝜆𝑘 ]
⩽ 4𝑀−1

[
2 + 1

2 ln+ 𝑀
𝜆𝑘

+ 1
2 ln+ |𝜃∗

𝑘|
𝜆𝑘 ]

或

(𝜅′)
−1

(1 + ln+ 𝑀
𝜅′ ) ⩽ 4𝑀−1 ln 4 ⩽ 8𝑀−1.

这表明有

𝑇 half(𝑀) ⩽ 4𝑀−1
[

2 + 1
2 max

𝑘∈𝑆 (
ln+ 𝑀

𝜆𝑘
+ ln+ |𝜃∗

𝑘|
𝜆𝑘 )]

.

如果 𝜀 > 𝜂𝑀，有 𝜅 < 2𝜀。取 𝜅′ = 2𝜀，当 |𝜃∗
𝑘| ⩾ 2𝜅′时，结果遵循推论 5.3（其

中取 𝛿 = 2𝜀）。对于最后一个陈述，应用推论 5.4。

基于前述命题，可以考虑以下迭代收缩动力学。令 𝜈1 = 𝜀/𝜂 = 𝐶𝑛−1/2+𝑠1√ln 𝑛。
对于 𝑖 = 0, 1, ⋯ , 𝐼 + 1，定义 𝑀𝑖 = 2−𝑖𝐵∞，其中 𝐼 = ⌊log2(𝐵∞/𝜈1)⌋。显然 𝐼 ⩽
log2 √𝑛 + 𝐶。由于 ‖𝜽∗

𝑆 − 𝜽𝑆(0)‖∞ = ‖𝜃∗
𝑆‖∞ ⩽ 𝐵∞，迭代地使用命题 5.2得到

‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝑀𝑖+1, ∀𝑡 ⩾

𝑖

∑
𝑗=0

𝑇 (𝑗),

其中

𝑇 (𝑖) = 4𝑀−1
𝑖 [

2 + 1
2 max

𝑘∈𝑆 (
ln+ 𝑀𝑖

𝜆𝑘
+ ln+ |𝜃∗

𝑘|
𝜆𝑘 )]

⩽ 𝐶𝑀−1
𝑖 ln 𝑛,

因为 𝜆𝑘 ≍ 𝑘−𝛾 且 max𝑆 ⩽ 𝐶𝑛𝜅/2。现在，有

𝑇 ≔
𝐼

∑
𝑖=0

𝑇 (𝑖) ⩽ 𝐶
𝐼

∑
𝑖=0

𝑀−1
𝑖 ln 𝑛 ⩽ 𝐶𝜈−1

1 ln 𝑛 ⩽ 𝐶𝑛1/2−𝑠1 ln 𝑛 ⩽ 𝐶𝑛1/2. （5.50）

最后，当 𝑡 ⩾ 𝑇 时，有 𝜂𝑀𝐼+1 < 𝜀。选择 𝜈2 = 𝑛−1/2 ln 𝑛，利用命题 5.2的第二
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部分得到，对于所有 𝑘 ∈ 𝐽sig(𝜈2)，

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 4𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑇 + 𝑇 fin,

其中

𝑇 fin ⩽ 𝐶 max
𝑘∈𝐽sig(𝜈2)

4 |𝜃∗
𝑘|

−1
[

2 + 1
2 ln+ 𝑀𝐼+1

𝜆𝑘
+ 1

2 ln+ |𝜃∗
𝑘|

4𝜆𝑘
+ ln+ |𝜃∗

𝑘|
2𝜀 ]

⩽ 𝐶𝜈−1
2 ln 𝑛 ⩽ 𝐶𝑛1/2.

另一方面，对于 𝑘 ∈ 𝑆\𝐽sig(𝜈2)，使用 (5.49)得到

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 2max(|𝜃∗

𝑘| , 4𝜀),

前提是 𝑡 ⩾ 𝑇 + 𝐶𝑛1/2 ⩾ 𝑇 + (2𝜀)−1。回顾 (5.32)中 𝑆 的选择，发现

∑
𝑘∈𝑆\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|

2 = ∑
𝑘∈𝑆1\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|

2 + ∑
𝑘∈𝑆2\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|

2

⩽ 𝐶 ∑
𝑘∈𝑆1\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘|

2 + 𝐶 ∑
𝑘∈𝑆2\(𝑆1∪𝐽sig(𝜈2))

𝜀2

⩽ 𝐶𝛹(𝜈2) + 𝐶𝑛
1

2𝛾 𝜀2.

因此，得出结论，在 𝑡 ⩾ 𝐶𝑛1/2之后，有

‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡)‖

2
2 = ∑

𝑘∈𝐽sig(𝜈2)
|𝜃∗

𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|
2 + ∑

𝑘∈𝑆\𝐽sig(𝜈2)
|𝜃∗

𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|
2

⩽ 𝐶𝜀2 |𝑆| + 𝐶𝛹(𝜈2) + 𝐶𝑛
1

2𝛾 𝜀2

= 𝐶 ln 𝑛
𝑛 (𝛷(𝑛−1/2√ln 𝑛) + 𝑛

1
2𝛾

) + 𝐶𝛹(𝑛−1/2 ln 𝑛). （5.51）

此处，注意到常数 𝐶 不依赖于 𝐸。

5.6.4.2 噪声项的界

在这一部分中，将使用引理 5.8来证明：如果𝐸选择得当，对于某个常数 ̄𝐶 > 0，
有 𝑇 err ⩾ ̄𝐶√𝑛。由于 |𝜃∗

𝑘| ⩽ 𝑛−1/2√ln 𝑛，只需对项 ∫
̄𝐶√𝑛

0 |ℎ𝑘(𝑡)| d𝑡进行限制即可，
其中回顾 ℎ𝑘 = 𝑝𝑘 + 𝑞𝑘 + 𝑟𝑘。

记 𝑇 (𝑖) = ∑𝑖
𝑗=0 𝑇 (𝑗)。现在，对于 𝑡 ∈ [𝑇 (𝑖), 𝑇 (𝑖+1)]，利用前一部分的结果，有

‖𝜽∗
𝑆 − 𝜽𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝑀𝑖，因此 (5.42)中的第一个不等式给出

|𝑝𝑘(𝑡)| ⩽ 𝐶𝑀𝑖𝑛−𝑠√ln 𝑘, 𝑡 ∈ [𝑇 (𝑖), 𝑇 (𝑖+1)].
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因此，

∫
𝑇

0
|𝑝𝑘(𝑡)| d𝑡 ⩽ 𝐶

𝐼

∑
𝑖=0

𝑀𝑖𝑛−𝑠√ln 𝑘 ⋅ 𝑇 (𝑖) ⩽ 𝐶
𝐼

∑
𝑖=0

𝑀𝑖𝑛−𝑠√ln 𝑘 ⋅ 𝑀−1
𝑖 ln 𝑛

⩽ |𝐼| 𝑛−𝑠√ln 𝑘 ln 𝑛 ⩽ 𝐶√ln 𝑘.

此外，对于 𝑡 ⩾ 𝑇，有

|𝑝𝑘(𝑡)| ⩽ 𝜂𝑘 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ ⩽ 𝐶𝑛−𝑠√ln(𝑛𝑘) ⋅ 𝑀𝐼+1 ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln 𝑘,

故

∫

̄𝐶√𝑛

𝑇
|𝑝𝑘(𝑡)| d𝑡 ⩽ 𝐶 ̄𝐶√ln 𝑘.

另一方面，(5.42)中的另外两个不等式给出 |𝑞𝑘 + 𝑟𝑘| ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln 𝑛 + ln 𝑘，因此

∫

̄𝐶√𝑛

0
|𝑞𝑘(𝑡) + 𝑟𝑘(𝑡)| d𝑡 ⩽ 𝐶 ̄𝐶√ln 𝑛 + ln 𝑘.

结合这三个估计就证明了该声明。

5.6.4.3 泛化误差

根据 (5.51)和第 5.6.4.2小节，可以选择一个常数 ̄𝐶 ⩾ 𝐶，然后固定常数 𝐸。现
在，当 𝐶√𝑛 ⩽ 𝑡 ⩽ ̄𝐶√𝑛 ⩽ 𝑇 err时，有

‖𝜽𝑅(𝑡)‖
2
2 ⩽ 𝐶 ∑

𝑘∈𝑅
𝜆2

𝑘e
2𝐸√ln 𝑛+ln 𝑘

⩽ 𝐶e2𝐸√ln 𝑛
∑
𝑘∈𝑅

𝜆2
𝑘e

2𝐸√ln 𝑘

⩽ 𝐶e2𝐸√ln 𝑛
∑
𝑘⩾𝐿

𝜆2
𝑘e

2𝐸√ln 𝑘

⩽ 𝐶e2𝐸√ln 𝑛𝐿1−2𝛾+𝑠 ⩽ 𝐶𝑛−1+ 1+𝑠
2𝛾 .

因此，

‖𝜽∗
𝑅 − 𝜽𝑅(𝑡)‖

2
2 ⩽ 2 ‖𝜽∗

𝑅‖
2
2 + 2 ‖𝜽𝑅(𝑡)‖

2
2 ⩽ 𝛹(𝑛−1/2√ln 𝑛) + 𝐶𝑛−1+ 1+𝑠

2𝛾 . （5.52）

结合 (5.51)和 (5.52)，得到所需结果：

‖𝑓 ∗ − ̂𝑓EigGD
𝑡 ‖

2

𝐿2
= ‖𝜽∗ − 𝜽(𝑡)‖

2
2 ≲ 1

𝑛 [𝛷(𝑛−1/2√ln 𝑛) ln 𝑛 + 𝑛
1+𝑠
2𝛾

] + 𝛹(𝑛−1/2 ln 𝑛).

（5.53）
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5.6.5 一维动力学

在本小节中，将重点讨论带扰动的梯度流的一维动力学。令 ℎ(𝑡) ∶ ℝ⩾0 → ℝ
为一个连续扰动函数。现在考虑以下受扰动的一维动力学：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝛽(𝑡) = 𝑎(𝑡) [𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)] , 𝛽(0) = 0,

̇𝑎(𝑡) = 𝛽(𝑡) [𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)] , 𝑎(0) = 𝜆1/2,
（5.54）

其中 𝜃(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝛽(𝑡)。
守恒量. 计算 𝑎2(𝑡)和 𝛽2(𝑡)的时间导数，有

d
d𝑡𝑎2(𝑡) = d

d𝑡𝛽2(𝑡) = 2𝑎(𝑡)𝛽(𝑡) [𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)] ,

因此有守恒量

𝑎2(𝑡) − 𝛽2(𝑡) = 𝑎2(0) − 𝛽2(0) = 𝜆, （5.55）

即 𝑎(𝑡) = (𝜆 + 𝛽2(𝑡))1/2，从而

max(𝜆
1
2 , |𝛽(𝑡)|) ⩽ 𝑎(𝑡) ⩽ √2max(𝜆

1
2 , |𝛽(𝑡)|), （5.56）

max(𝜆
1
2 , |𝛽(𝑡)|) |𝛽(𝑡)| ⩽ |𝜃(𝑡)| ⩽ √2max(𝜆

1
2 , |𝛽(𝑡)|) |𝛽(𝑡)| . （5.57）

𝜃的演变. 直接计算可得
̇𝜃 = ̇𝑎𝛽 + 𝑎 ̇𝛽 = [𝛽2 + 𝑎2] (𝑧 − 𝜃 + ℎ)

= 𝜃2(𝑎−2 + 𝛽−2)(𝑧 − 𝜃 + ℎ).
（5.58）

引理 5.2 (扰动界)： 考虑 (5.54)。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0 使得对于所有
𝑡 ⩾ 𝑡0都有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。那么，对于 𝑡 ⩾ 𝑡0，

(i) 只要 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩾ 𝜅，|𝑧 − 𝜃(𝑡)|就是减小的。
(ii) 一旦对于某个 𝑡1 ⩾ 𝑡0有 |𝑧 − 𝜃(𝑡1)| ⩽ 𝜅，则对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡1都有 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝜅。
证明 不失一般性，假设 𝑧 ⩾ 0。在 (5.58)中回顾：

̇𝜃 = 𝜃2(𝑎−2 + 𝛽−2)(𝑧 − 𝜃 + ℎ).

现在，如果 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩾ 𝜅，有 𝜃(𝑡) ⩽ 𝑧 − 𝜅或 𝜃(𝑡) ⩾ 𝑧 + 𝜅。对于第一种情况， ̇𝜃 ⩾ 0，
故 𝜃(𝑡)是增加的，这意味着 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| = 𝑧 − 𝜃(𝑡)是减小的。同样，对于第二种情况，

̇𝜃 ⩽ 0，因此 |𝑧 − 𝜃(𝑡)|也是减小的。由此，得到了命题的第一部分。第二部分仅是
第一部分的推论。

引理 5.3 (从下方趋近，大 𝜅)： 考虑方程 (5.54) 且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0 有类似结
果）。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0 有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅，且存在某

117



第 5章 对角参数化模型的自适应特征理论

个𝑀 ⩾ 0使得

𝑧 − 𝑀 ⩽ 𝜃(𝑡0) ⩽ 𝑧.

那么，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 2𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 app,

其中

𝑇 app ⩽ 𝜅−1
[2 + 1

2 ln+ 𝑀
𝜆 + 1

2 ln+ 𝑧 − 2𝜅
𝜆 ] . （5.59）

证明 根据引理 5.2可知，|𝑧 − 𝜃(𝑡)|一直减小直到达到 𝜅，随后保持在 𝜅 之下。因
此，只需给出 𝜃(𝑡) = 𝑧 − 2𝜅 的到达时间的估计。进一步定义

𝑇 neg = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ −𝜆1/2} , 𝑇 esc = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝜆1/2}
𝑇 app = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ |𝑧 − 𝜃(𝑡0 + 𝑠)| ⩽ 2𝜅} .

同时回顾

̇𝛽(𝑡) = 𝑎(𝑡) [𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)] ⩾ 𝜅𝑎(𝑡), 对于 𝑡 ⩽ 𝑇 app. （5.60）

在下文中，假设 0 < 𝑇 neg < 𝑇 esc < 𝑇 app并推导 𝑇 app的上界。容易看出，所得估计

对其他情况（如 𝑇 esc = 0或 𝑇 app ⩽ 𝑇 esc）同样有效。

阶段 1：调整符号 有 𝛽(𝑡0) ⩽ −𝜆1/2，因此 (5.56)给出

𝑧 − 𝑀 ⩽ 𝜃(𝑡0) ⩽ −√2𝛽2(𝑡0), ⟹ 𝛽(𝑡0) ⩾ −√𝑀.

同时，结合 (5.60)和 (5.56)得到

̇𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ −𝜅𝛽(𝑡0 + 𝑠), 对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 neg],

因此

𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝛽(𝑡0)e−𝜅𝑠 ⩾ −√𝑀e−𝜅𝑠, 对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 neg],

从而

𝑇 neg ⩽ 1
2𝜅−1 ln 𝑀

𝜆 .

阶段 2：脱离原点 现在考虑 𝑡 ⩾ 𝑇 neg。将 𝑎 ⩾ 𝜆1/2代入 (5.60)推导出

̇𝛽 ⩾ 𝜆
1
2 𝜅,

这意味着

𝑇 esc − 𝑇 neg ⩽ 2𝜅−1.
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阶段 3：趋近 𝑧 现在考虑 𝑡 ⩾ 𝑇 esc。利用 𝑎 ⩾ 𝛽 得到

̇𝛽 ⩾ 𝜅𝛽,

这意味着

𝛽(𝑡0 + 𝑇 esc + 𝑠) ⩾ 𝜆1/2e𝜅𝑠, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑇 app − 𝑇 esc].

注意到 𝜃 = 𝑎𝛽 ⩾ 𝛽2，有

𝛽 ⩾ √𝑧 − 2𝜅 ⟹ 𝜃 ⩾ 𝑧 − 2𝜅,

从而

𝑇 app − 𝑇 esc ⩽ 𝜅−1 ln 𝑧 − 2𝜅
𝜆

1
2

.

综上所述，有

𝑇 esc ⩽ 𝜅−1
[2 + 1

2 ln+ 𝑀
𝜆 + 1

2 ln+ 𝑧 − 2𝜅
𝜆 ] .

引理 5.4 (从下方达到信号时间，小 𝜅)： 考虑与引理 5.3相同的设置。进一步假设

𝑧 ⩾ 2𝜅。那么，

𝜃(𝑡) ⩾ 𝑧/4, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 sig,

其中

𝑇 sig = 4𝑧−1
[2 + 1

2 ln+ 𝑀
𝜆 + 1

2 ln+ 𝑧
4𝜆] .

证明 证明类似于引理 5.3，但对该项使用不同的控制：

𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡) ⩾ 3
4𝑧 − 𝜅 ⩾ 1

4𝑧, 对于 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 sig],

其中

𝑇 sig = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝑧/4} .

遵循引理 5.3的证明，有

𝑇 neg ⩽ 2𝑧−1 ln 𝑀
𝜆 , 𝑇 esc − 𝑇 neg ⩽ 8𝑧−1, 𝑇 sig − 𝑇 esc ⩽ 2𝑧−1 ln+ 𝑧

4𝜆,

由此得出所需结果。

引理 5.5 (从上方趋近)： 考虑方程 (5.54)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。令
𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅，且 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧。那么，
有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 2max(𝑧, 2𝜅), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + max(𝑧, 2𝜅)−1.
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证明 类似于引理 5.3的证明，根据引理 5.2，只需考虑𝑀 > 2max(𝑧, 2𝜅)的情况，
并给出 𝜃(𝑡0 + 𝑠) = 𝑧 + 2max(𝑧, 2𝜅)的到达时间（记为 𝑇 sig）的控制。

回顾 (5.58)以及 𝜃 ⩾ 𝛽2的事实得出

̇𝜃 = 𝜃2(𝑎−2 + 𝛽−2)(𝑧 − 𝜃 + ℎ) ⩽ −𝜃(𝜃 − 𝑧 − 𝜅).

注意到在 𝑇 sig之前，有

1
2𝜃 ⩾ 1

2𝑧 + max(𝑧, 2𝜅) ⩾ 𝑧 + 𝜅,

从而 𝜃 − 𝑧 − 𝜅 ⩾ 1
2𝜃。由此得出

̇𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩽ −1
2𝜃2(𝑡0 + 𝑠), 对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 app],

这意味着

𝑇 sig ⩽ 2 ((𝑧 + 2max(𝑧, 2𝜅))−1 − (𝑧 + 𝑀)−1) ⩽ max(𝑧, 2𝜅)−1.

引理 5.6 (𝑧附近的近似时间)： 考虑方程 (5.54)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。
令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。同时假设

1
4𝑧 ⩽ 𝜃(𝑡0) ⩽ 3𝑧.

那么，对于任何 𝛿 > 0，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝜅 + 𝛿, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 4𝑧−1 ln+ |𝑧 − 𝜃(𝑡0)| − 𝜅
𝛿 .

证明 定义

𝑇 app = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ |𝑧 − 𝜃(𝑡0 + 𝑠)| ⩽ 𝜅 + 𝛿} .

利用引理 5.2，只需在 𝑇 app不为零时证明其上界，因此根据单调性，对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0，

都有 1
4𝑧 ⩽ 𝜃(𝑡) ⩽ 3𝑧。
现在，(5.57)中的下界 𝛽2 ⩽ 𝜃给出 𝛽−2 ⩾ 𝜃−1。将这些代入 (5.58)，有

𝜃2(𝑎−2 + 𝛽−2) ⩾ 𝜃 ⩾ 𝑧/4,

从而

̇𝜃 ⩾ 1
4𝑧(𝑧 − 𝜅 − 𝜃), 若 𝜃(𝑡0) ⩽ 𝑧 − 𝜅,

̇𝜃 ⩽ −1
4𝑧(𝜃 − 𝑧 − 𝜅), 若 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧 + 𝜅.

这表明对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 app]，

𝑧 − 𝜅 − 𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩽ (𝑧 − 𝜅 − 𝜃(𝑡0))e− 1
4 𝑧𝑠, 若 𝜃(𝑡0) ⩽ 𝑧 − 𝜅,
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𝜃(𝑡0 + 𝑠) − 𝑧 − 𝜅 ⩽ (𝜃(𝑡0) − 𝑧 − 𝜅)e− 1
4 𝑧𝑠, 若 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧 + 𝜅,

因此

𝑇 app ⩽ 4𝑧−1 ln |𝑧 − 𝜃(𝑡0)| − 𝜅
𝛿 .

推论 5.2： 在与引理 5.5相同的设置下，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 4𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝜅−1
(

1 + ln+ |𝑧 − 𝜃(𝑡0)|
𝜅 )

.

证明 引理 5.5给出：对于 𝑡 ⩾ 𝑡1 = 𝑡0 + max(𝑧, 2𝜅)−1，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 2max(𝑧, 2𝜅).

现在，如果 𝑧 ⩽ 2𝜅，则结论成立。否则，有 𝑧 ⩾ 2𝜅，可以进一步应用引理 5.6得到

所需结果，其中注意到单调性也意味着 |𝑧 − 𝜃(𝑡1)| ⩽ max(|𝑧 − 𝜃(𝑡0)| , 𝜅)。
推论 5.3： 考虑方程 (5.54)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存
在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅，且 𝑧 ⩾ 2𝜅。那么，

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝜅 + 𝛿, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 app(𝛿),

其中

𝑇 app(𝛿) ⩽ 4𝑧−1
[

2 + 1
2 ln+ |𝑧 − 𝜃(𝑡0)|

𝜆 + 1
2 ln+ 𝑧

4𝜆 + ln+ 2𝑧
𝛿 ]

.

证明 这是引理 5.4、引理 5.5和引理 5.6的推论。

引理 5.7 (从负值回撤)： 考虑方程 (5.54)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。令
𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。那么，有

𝜃(𝑡) ⩾ −2𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝜅−1.

证明 证明类似于引理 5.5，但现在处理 𝜃(𝑡) ⩽ 0的情况。首先回顾 (5.58)。|𝜃| ⩾ 𝛽2

给出 𝜃2(𝑎−2 + 𝛽−2) ⩾ |𝜃|。当 𝜃(𝑡) ⩽ −2𝜅 时，有 𝑧 − 𝜃(𝑡) − 𝜅 ⩾ 𝜃(𝑡)/2，因此

̇𝜃 ⩾ |𝜃(𝑡)| (𝑧 − 𝜃(𝑡) − 𝜅) ⩾ 1
2𝜃2(𝑡),

这意味着

𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩾ − [𝑠/2 − 𝜃(𝑡0)−1]
−1 ,

从而对于所有 𝑠 ⩾ 𝜅−1，有 𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩾ −2𝜅。
推论 5.4 (回撤至 𝜅)： 考虑方程 (5.54)。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于
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所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。那么，

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 2max(|𝑧| , 2𝜅), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝜅−1.

证明 若 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧，使用引理 5.5。若 𝜃(𝑡0) ⩽ 0，使用引理 5.7并注意到 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽
|𝑧| + |𝜃(𝑡)|。
引理 5.8 (误差控制)： 考虑方程 (5.54)。有

|𝛽(𝑡)| ⩽ 𝜆1/2e√2 ∫𝑡
0(|ℎ(𝑠)|+|𝑧|) d𝑠, （5.61）

|𝜃(𝑡)| ⩽ √2𝜆e2√2 ∫𝑡
0(|ℎ(𝑠)|+|𝑧|) d𝑠. （5.62）

证明 不失一般性，假设 𝑧 ⩾ 0。回顾方程 (5.54)：

̇𝛽(𝑡) = 𝑎(𝑡) [𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)] .

为了给出 |𝛽|的控制，注意到 𝑎(𝑡)始终为正，因此 𝜃(𝑡)与 𝛽(𝑡)符号相同。现在，如果
𝜃(𝑡) ⩾ 0，则有 |𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)| ⩽ 𝑧 + |ℎ(𝑡)|。另一方面，如果 𝜃(𝑡) ⩽ 0从而 𝛽(𝑡) ⩽ 0，
则有 𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡) ⩾ − |ℎ(𝑡)|。因此，得出结论：

|𝛽(𝑡)| ⩽ ∫
𝑡

0
𝑎(𝑠) (𝑧 + |ℎ(𝑡)|) d𝑠.

现在考虑

𝑇 esc = inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝛽(𝑡)| ⩾ 𝜆1/2} .

当 𝑡 ⩽ 𝑇 esc时，(5.55)意味着 𝑎 ⩽ √2𝜆1/2。因此有

|𝛽(𝑡)| ⩽ √2𝜆1/2
∫

𝑡

0
(|ℎ(𝑠)| + |𝑧|) d𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 esc],

从而

𝑇 esc ⩾ inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ √2 ∫
𝑡

0
(|ℎ(𝑠)| + |𝑧|) d𝑠 = 1} .

在 𝑇 esc之后，应用 𝑎 ⩽ √2 |𝛽|得到

|𝛽(𝑡)| ⩽ 𝜆1/2 + √2 ∫
𝑡

𝑇 esc
|𝛽(𝑠)| (𝑧 + |ℎ(𝑡)|) d𝑠, 𝑡 ⩾ 𝑇 esc,

从而

|𝛽(𝑡)| ⩽ 𝜆1/2e√2 ∫𝑡
𝑇 esc (|ℎ(𝑠)|+|𝑧|) d𝑠, 𝑡 ⩾ 𝑇 esc.

利用 𝜃 = 𝑎𝛽 ⩽ √2𝛽2，得到对于 𝑡 ⩾ 𝑇 esc：

|𝜃(𝑡)| ⩽ √2𝜆e2√2 ∫𝑡
𝑇 esc (|ℎ(𝑠)|+|𝑧|) d𝑠 ⩽ √2𝜆e2√2 ∫𝑡

0(|ℎ(𝑠)|+|𝑧|) d𝑠.

最后，注意到该不等式对 𝑡 ⩽ 𝑇 esc同样有效，因为此时 |𝜃(𝑡)| ⩽ √2𝜆1/2。
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5.7 多层参数化的泛化能力证明

在本节中提供多层模型的证明，它类似于第 5.6节中两层模型的证明，但更为

复杂。记

𝜽(𝑡) = (𝜃𝑗)𝑗⩾1 = 𝒂(𝑡) ⊙ 𝒃𝐷(𝑡) ⊙ 𝜷(𝑡), （5.63）

其中用 𝒃𝐷 表示 𝒃的逐元素幂。那么，类似于两层模型，有

𝑓𝑡(𝑥) = ⟨𝛷𝒂(𝑡),𝒃(𝑡)(𝑥), 𝜷(𝑡)⟩ = ⟨𝐸(𝑥), 𝒂(𝑡) ⊙ 𝒃⊙𝐷(𝑡) ⊙ 𝜷(𝑡)⟩ = ⟨𝐸(𝑥), 𝜽(𝑡)⟩ = 𝐸(𝑥)⊤𝜽(𝑡),

接着，遵循第 5.6.1小节，可以推导出多层模型的梯度流：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝒂̇ = 𝒃𝐷 ⊙ 𝜷 ⊙ 𝜟, 𝑎𝑗(0) = 𝜆
1
2
𝑗

𝒃̇ = 𝐷𝒂 ⊙ 𝒃𝐷−1 ⊙ 𝜷 ⊙ 𝜟, 𝑏𝑗(0) = 𝑏0

̇𝜷 = 𝒂 ⊙ 𝒃𝐷 ⊙ 𝜟, 𝜷(0) = 𝟎,

（5.64）

其中

𝜟 ≔ ̂𝛴(𝜽∗ − 𝜽) + 𝒓, ̂𝛴 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(𝑥𝑖)𝐸(𝑥𝑖)⊤, 𝒓 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝐸(𝑥𝑖).

5.7.1 多层模型的方程分析

考虑多层模型的受扰动一维方程。令 ℎ(𝑡) ∶ ℝ⩾0 → ℝ为连续扰动函数。现在
考虑以下受扰动的一维动力学：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

̇𝑎 = 𝑏𝐷𝛽 (𝑧 − 𝜃 + ℎ) , 𝑎(0) = 𝜆1/2 > 0,
̇𝑏 = 𝐷𝑎𝑏𝐷−1𝛽 (𝑧 − 𝜃 + ℎ) , 𝑏(0) = 𝑏0,
̇𝛽 = 𝑎𝑏𝐷 (𝑧 − 𝜃 + ℎ) , 𝛽(0) = 0,

（5.65）

其中 𝜃(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑏𝐷(𝑡)𝛽(𝑡)。
守恒量. 易见

d
d𝑡𝑎2 = 1

𝐷
d
d𝑡𝑏2 = d

d𝑡𝛽2 = 2𝑎𝑏𝐷𝛽 (𝑧 − 𝜃 + ℎ) .

因此，有

𝑎2(𝑡) − 𝛽2(𝑡) ≡ 𝜆, 𝑏2(𝑡) − 𝐷𝛽2(𝑡) ≡ 𝑏2
0. （5.66）

利用这一点得到

𝑎(𝑡) = (𝛽2(𝑡) + 𝜆)
1/2 > 0, 𝑏(𝑡) = (𝐷𝛽2(𝑡) + 𝑏2

0)
1/2 > 0. （5.67）
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利用这些守恒量，本文可以证明以下关于 𝛽 的估计：

max(𝜆
1
2 , |𝛽|) ⩽ 𝑎 ⩽ √2max(𝜆

1
2 , |𝛽|),

max(𝑏0, √𝐷 |𝛽|) ⩽ 𝑏 ⩽ √2max(𝑏0, √𝐷 |𝛽|),
（5.68）

这也意味着 |𝜃| = |𝑎𝑏𝐷𝛽| ⩾ 𝐷𝐷/2 |𝛽|𝐷+2。

𝜃的演变. 直接计算可得
̇𝜃 = ̇𝑎𝑏𝐷𝛽 + 𝑎𝐷𝑏𝐷−1 ̇𝑏𝛽 + 𝑎𝑏𝐷 ̇𝛽

= [(𝑏𝐷𝛽)2 + (𝐷𝑎𝑏𝐷−1𝛽)2 + (𝑎𝑏𝐷)2] (𝑧 − 𝜃 + ℎ)

= 𝜃2(𝑎−2 + 𝐷𝑏−2 + 𝛽−2)(𝑧 − 𝜃 + ℎ).

（5.69）

方程的以下估计将在证明中频繁使用。利用 (5.68)，有

|𝜃| = |𝑎𝑏𝐷𝛽| ⩾ 𝐷𝐷/2 |𝛽|𝐷+2 , ⟹ |𝛽| ⩽ (𝐷−𝐷/2 |𝜃|)
1/(𝐷+2) .

因此，

𝜃2(𝑎−2 + 𝐷𝑏−2 + 𝛽−2) ⩾ 𝜃2𝛽−2 ⩾ 𝐷− 𝐷
𝐷+2 |𝜃|

2𝐷+2
𝐷+2 . （5.70）

引理 5.9 (扰动界)： 考虑方程 (5.65)。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所
有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。那么，对于 𝑡 ⩾ 𝑡0，

(i) 只要 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩾ 𝜅，|𝑧 − 𝜃(𝑡)|就是减小的。
(ii) 一旦对于某个 𝑡1 ⩾ 𝑡0有 |𝑧 − 𝜃(𝑡1)| ⩽ 𝜅，则对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡1都有 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝜅。
证明 与引理 5.2相同。

引理 5.10 (从下方趋近，大 𝜅)： 考虑方程 (5.65)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结
果）。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0 有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅，且存在某
个𝑀 ⩾ 0使得

𝑧 − 𝑀 ⩽ 𝜃(𝑡0) ⩽ 𝑧.

那么，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 2𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 app,

其中

𝑇 app ⩽ 4 [𝐷𝐷/2𝜅𝑅𝐷]
−1 ln 𝑅

𝑟 , （5.71）

且 𝑟 = min(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷)，𝑅 = max(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷)。
证明 证明类似于引理 5.3，但由于存在 𝑏项而更为复杂。记

𝑟 = min(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷), 𝑅 = max(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷),
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进一步定义

𝑇 neg,2 = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ −𝑅} , 𝑇 neg,1 = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ −𝑟} ,

𝑇 esc,1 = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝑟} , 𝑇 esc,2 = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝑅} ,

𝑇 app = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ |𝑧 − 𝜃(𝑡0 + 𝑠)| ⩽ 2𝜅} ,

并且假设以下情况时，只需给出 𝑇 app的估计：

0 < 𝑇 neg,2 < 𝑇 neg,1 < 𝑇 esc,1 < 𝑇 esc,2 < 𝑇 app.

还回顾

̇𝛽(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑏𝐷(𝑡) [𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡)] ⩾ 𝜅𝑎(𝑡)𝑏𝐷(𝑡), 对于 𝑡 ⩽ 𝑇 app. （5.72）

阶段 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 neg,2 在 𝑇 neg,2之前，有 𝛽(𝑡) ⩽ −𝑅，因此 (5.68)给出

𝑧 − 𝑀 ⩽ 𝜃(𝑡0) ⩽ −𝐷
𝐷
2 2

𝐷+1
2 |𝛽(𝑡0)|

𝐷+2 , ⟹ 𝛽(𝑡0) ⩾ − (𝐷− 𝐷
2 2− 𝐷+1

2 𝑀)
1

𝐷+2 .

此外，结合 (5.72)和 (5.68)（即 𝑎 ⩾ |𝛽|且 𝑏 ⩾ √𝐷 |𝛽|）得到

̇𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝐷
𝐷
2 𝜅 |𝛽(𝑡0 + 𝑠)|

𝐷+1 , 对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 neg,2],

故

| ̇𝛽(𝑡0 + 𝑠)| ⩽ [|𝛽(𝑡0)|
−𝐷 + 𝐷𝐷

𝐷
2 𝜅𝑠]

− 1
𝐷 , 对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 neg,2],

这意味着

𝑇 neg,2 ⩽ (𝐷
𝐷+2

2 𝑅𝐷𝜅)
−1

.

阶段 𝑇 neg,2 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 neg,1 在 𝑇 neg,2 之后，考虑 𝜆1/2 ⩽ 𝑏0/√𝐷和 𝜆1/2 ⩾ 𝑏0/√𝐷两种
情况。可以利用 (5.68)中的替代下界得到

̇𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝜅𝑏𝐷
0 |𝛽(𝑡0 + 𝑠)| ,

或

̇𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝜅𝜆1/2𝐷
𝐷
2 |𝛽(𝑡0 + 𝑠)|

𝐷 .

因此，对于第一种情况，有

𝑇 neg,1 − 𝑇 neg,2 ⩽ (𝜅𝑏𝐷
0 )

−1 ln 𝑅
𝑟 .

对于第二种情况，有

𝑇 neg,1 − 𝑇 neg,2 ⩽
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝜅𝜆1/2)
−1 ln 𝑅

𝑟 , 若 𝐷 = 1,

[(𝐷 − 1)𝜅𝐷
𝐷
2 𝜆

𝐷
2 ]

−1
, 若 𝐷 ⩾ 2.
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结合这两种情况，有

𝑇 esc,2 − 𝑇 esc,1 ⩽ (𝜅(𝐷1/2𝑅)𝐷)
−1 ln 𝑅

𝑟 .

阶段 𝑇 neg,1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 esc,1 现在利用估计

̇𝛽(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝜅𝜆1/2𝑏𝐷
0 ,

就有

𝑇 esc,1 − 𝑇 neg,1 ⩽ 2𝑟 (𝜅𝜆1/2𝑏𝐷
0 )

−1 .

阶段 𝑇 esc,1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 esc,2 这一阶段与 𝑇 neg,2 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 neg,1阶段非常相似，有

𝑇 esc,2 − 𝑇 esc,1 ⩽ (𝜅(𝐷1/2𝑅)𝐷)
−1 ln 𝑅

𝑟 .

阶段 𝑇 esc,2 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 app 这一阶段类似于 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑇 neg,2阶段，可以得到

𝛽(𝑡0 + 𝑇 esc,2 + 𝑠1) ⩾ [𝛽(𝑡0 + 𝑇 esc,2) − 𝐷
𝐷+2

2 𝜅𝑠1]
−1/𝐷

,

从而

𝑇 app − 𝑇 esc,2 ⩽ (𝐷
𝐷+2

2 𝑅𝐷𝜅)
−1

.

最后，注意到主导项是 (𝜅(𝐷1/2𝑅)𝐷)
−1 ln(𝑅/𝑟)。

引理 5.11 (从下方达到信号时间，小 𝜅)： 考虑与引理 5.10相同的设置。进一步假

设 𝑧 ⩾ 2𝜅。那么，

𝜃(𝑡) ⩾ 𝑧/4, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 sig,

其中

𝑇 sig = 4 [𝐷𝐷/2𝑧𝑅𝐷]
−1 ln 𝑅

𝑟 ,

且 𝑟 = min(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷)，𝑅 = max(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷)。
证明 证明类似于引理 5.10，但对该项使用不同的估计：

𝑧 − 𝜃(𝑡) + ℎ(𝑡) ⩾ 3
4𝑧 − 𝜅 ⩾ 1

4𝑧, 对于 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 sig],

其中

𝑇 sig = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 𝑧/4} ,

故将 𝜅 替换为 𝑧/4即可得到结果。
引理 5.12 (从上方趋近)： 考虑方程 (5.65)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。令
𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅，且 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧。那么，
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记 𝑚 = 2max(𝑧, 2𝜅)，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝑚, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝐷 + 2
𝐷 + 1𝐷

𝐷
𝐷+2 𝑚− 2𝐷+2

𝐷+2 .

证明 证明类似于引理 5.5。定义

𝑇 sig = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ 𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩽ 𝑧 + 2max(𝑧, 2𝜅)} ,

有

1
2𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩾ 1

2𝑧 + max(𝑧, 2𝜅) ⩾ 𝑧 + 𝜅, 对于 𝑠 ∈ [0, 𝑇 sig],

因此 𝜃 − 𝑧 − 𝜅 ⩾ 1
2𝜃。将此以及 (5.70)代入 (5.69)，得到

̇𝜃 = 𝜃2(𝑎−2 + 𝐷𝑏−2 + 𝛽−2)(𝑧 − 𝜃 + ℎ)

⩽ −𝐷− 𝐷
𝐷+2 𝜃

2𝐷+2
𝐷+2 ⋅ 1

2𝜃

= −1
2𝐷− 𝐷

𝐷+2 𝜃1+ 2𝐷+2
𝐷+2 ,

从而通过命题 5.6得到结果。

引理 5.13 (𝑧 附近的近似时间)： 考虑方程 (5.65)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结
果）。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。同时假设

1
4𝑧 ⩽ 𝜃(𝑡0) ⩽ 3𝑧.

那么，对于任何 𝛿 > 0，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝜅 + 𝛿, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 4
2𝐷+2
𝐷+2 𝐷

𝐷
𝐷+2 𝑧− 2𝐷+2

𝐷+2 ln+ |𝑧 − 𝜃(𝑡0)| − 𝜅
𝛿 .

证明 证明类似于引理 5.6：定义

𝑇 app = inf{𝑠 ⩾ 0 ∶ |𝑧 − 𝜃(𝑡0 + 𝑠)| ⩽ 𝜅 + 𝛿} ,

并在 𝑇 app不为零时提供其上界。根据单调性，对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有
1
4𝑧 ⩽ 𝜃(𝑡) ⩽ 3𝑧。

现在，回顾 (5.69)和 (5.70)：

̇𝜃 = 𝜃2(𝑎−2 + 𝐷𝑏−2 + 𝛽−2)(𝑧 − 𝜃 + ℎ),

且

𝜃2(𝑎−2 + 𝐷𝑏−2 + 𝛽−2) ⩾ 𝐷− 𝐷
𝐷+2 𝜃

2𝐷+2
𝐷+2 ⩾ 4− 2𝐷+2

𝐷+2 𝐷− 𝐷
𝐷+2 𝑧

2𝐷+2
𝐷+2 ≕ 𝑘,

这里利用了 𝜃 ⩾ 𝑧/4的事实。
将其代入 𝜃(𝑡)的方程并考虑 𝜃(𝑡0) ⩽ 𝑧 − 𝜅 和 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧 + 𝜅 两种情况，有

𝑧 − 𝜅 − 𝜃(𝑡0 + 𝑠) ⩽ (𝑧 − 𝜅 − 𝜃(𝑡0))e−𝑘𝑠, 若 𝜃(𝑡0) ⩽ 𝑧 − 𝜅,
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𝜃(𝑡0 + 𝑠) − 𝑧 − 𝜅 ⩽ (𝜃(𝑡0) − 𝑧 − 𝜅)e−𝑘𝑠, 若 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧 + 𝜅,

从而

𝑇 app ⩽ 𝑘−1 ln |𝑧 − 𝜃(𝑡0)| − 𝜅
𝛿 .

推论 5.5： 在与引理 5.12相同的设置下，有

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 4𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝐶𝐷𝜅− 2𝐷+2
𝐷+2

(
1 + ln+ |𝑧 − 𝜃(𝑡0)|

𝜅 )
,

其中 𝐶𝐷 是取决于 𝐷的常数。
证明 类似于推论 5.2的证明，但使用引理 5.12和引理 5.13。

推论 5.6： 考虑方程 (5.65)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存
在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅，且 𝑧 ⩾ 2𝜅。那么，

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 𝜅 + 𝛿, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 app(𝛿),

其中

𝑇 app(𝛿) ⩽ 𝐶𝐷,1𝑧−1𝑅−𝐷 ln 𝑅
𝑟 + 𝐶𝐷,2𝑧− 2𝐷+2

𝐷+2 ln+ 2𝑧
𝛿 ,

𝑟 = min(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷)，𝑅 = max(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷)且 𝐶𝐷,1, 𝐶𝐷,2 是仅取决于 𝐷的两个常
数。

证明 这是引理 5.11、引理 5.12和引理 5.13的推论。

引理 5.14 (从负值回撤)： 考虑方程 (5.65)且 𝑧 ⩾ 0（对于 𝑧 ⩽ 0有类似结果）。令
𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。那么，有

𝜃(𝑡) ⩾ −2𝜅, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝐷 + 2
𝐷 + 1𝐷

𝐷
𝐷+2 (2𝜅)− 2𝐷+2

𝐷+2 .

证明 通过利用引理 5.12的证明对引理 5.7的证明进行修改即可完成。

推论 5.7 (回撤至 𝜅)： 考虑方程 (5.65)。令 𝑡0 ⩾ 0。假设存在某个 𝜅 > 0使得对于
所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 |ℎ(𝑡)| ⩽ 𝜅。那么，

|𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽ 2max(|𝑧| , 2𝜅), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝐷 + 2
𝐷 + 1𝐷

𝐷
𝐷+2 (2𝜅)− 2𝐷+2

𝐷+2 .

证明 若 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝑧，使用引理 5.12。若 𝜃(𝑡0) ⩽ 0，使用引理 5.14并注意到 |𝑧 − 𝜃(𝑡)| ⩽
|𝑧| + |𝜃(𝑡)|。
引理 5.15 (误差控制)： 考虑方程 (5.65)。只要

2
𝐷+1

2 𝜆1/2𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

0
(𝑧 + |ℎ(𝑠)|) d𝑠 ⩽ min(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷),
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就得到

|𝜃(𝑡)| ⩽ 2
𝐷+1

2 𝜆𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

0
(|𝑧| + |ℎ(𝑠)|) d𝑠.

此外，如果 𝜆1/2 ⩽ 𝑏0/√𝐷且

2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

0
(|𝑧| + |ℎ(𝑠)|) d𝑠 ⩽ ln

𝑏0/√𝐷
𝜆1/2 , （5.73）

有

|𝛽(𝑡)| ⩽ 𝜆1/2e2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫𝑡

0(|𝑧|+|ℎ(𝜏)|) d𝜏 （5.74）

|𝜃(𝑡)| ⩽ 2
𝐷+1

2 𝜆𝑏𝐷
0 e

2
𝐷+3

2 𝑏𝐷
0 ∫𝑡

0(|𝑧|+|ℎ(𝑠)|) d𝑠. （5.75）

证明 不失一般性，假设 𝑧 ⩾ 0。类似于引理 5.8证明中的论据，从 (5.65)得到

|𝛽(𝑡)| ⩽ ∫
𝑡

0
𝑎(𝑠)𝑏𝐷(𝑠) (𝑧 + |ℎ(𝑠)|) d𝑠. （5.76）

记

𝑟 = min(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷), 𝑅 = max(𝜆1/2, 𝑏0/√𝐷),

定义

𝑇 (1) = inf {𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝛽(𝑡)| ⩾ 𝑟} , 𝑇 (2) = inf {𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝛽(𝑡)| ⩾ 𝑅} .

当 𝑡 ⩽ 𝑇 (1)时，利用 (5.68)得到 𝑎(𝑡) ⩽ √2𝜆1/2且 𝑏(𝑡) ⩽ √2𝑏0，故

|𝛽(𝑡)| ⩽ 2
𝐷+1

2 𝜆1/2𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

0
(𝑧 + |ℎ(𝑠)|) d𝑠,

这表明

𝑇 (1) ⩾ inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ 2
𝐷+1

2 𝜆1/2𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

0
(𝑧 + |ℎ(𝑠)|) ⩾ 𝑟} .

当 𝑡 > 𝑇 (1) 时，考虑 𝜆1/2 ⩽ 𝑏0/√𝐷 的情况。那么有 𝑎(𝑡) ⩽ √2 |𝛽(𝑡)|且 𝑏(𝑡) ⩽
√2𝑏0，故

|𝛽(𝑡)| ⩽ 𝜆1/2 + 2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

𝑇 (1)
|𝛽(𝑠)| (𝑧 + |ℎ(𝑠)|) d𝑠,

从而

|𝛽(𝑇 (1) + 𝑠)| ⩽ 𝜆1/2e2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫𝑇 (1)+𝑠

𝑇 (1) (𝑧+|ℎ(𝜏)|) d𝜏 , 𝑠 ⩽ 𝑇 (2) − 𝑇 (1),

这意味着

𝑇 (2) − 𝑇 (1) ⩾ inf
{

𝑡 ⩾ 𝑇 (1) ∶ 2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫

𝑇 (1)+𝑠

𝑇 (1)
(𝑧 + |ℎ(𝜏)|) d𝜏 = ln

𝑏0/√𝐷
𝜆1/2 }

.
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再利用 𝑎 ⩽ √2 |𝛽|和 𝑏 ⩽ √2𝑏0，现在得到 𝜃(𝑡)的控制：

|𝜃(𝑇 (1) + 𝑠)| = |𝑎𝑏𝐷𝛽| ⩽ 2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 |𝛽|2 ⩽ 2

𝐷+1
2 𝑏𝐷

0 𝜆e2
𝐷+3

2 𝑏𝐷
0 ∫𝑇 (1)+𝑠

𝑇 (1) (𝑧+|ℎ(𝜏)|) d𝜏 .

最后，引理陈述中的上界更为粗略，且同样适用于 𝑡 ⩽ 𝑇 (1)。

5.7.2 定理 5.2的证明

在下文中，将选择

𝑐b𝑛− 𝐷
2(𝐷+2) ⩽ 𝑏𝐷

0 ⩽ 𝐶b𝑛− 𝐷
2(𝐷+2) ,

其中 𝑐b, 𝐶b > 0是待确定的常数，并将被追踪。
对于某个小的 𝑠′ > 0，按如下方式选择信号分量 𝑆：

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 = {𝑗 ⩾ 1 ∶ |𝜃
∗
𝑗 | ⩾ 𝑛−1/2√ln 𝑛} ∪ {𝑗 ⩾ 1 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝑛− 1+𝑠′

𝐷+2 } . （5.77）

那么，类似于 (5.33)，也有

|𝑆| ⩽ 𝐶𝑛(1−𝑠0)/2, max𝑆 ⩽ 𝐶𝑛𝜅/2. （5.78）

对于噪声分量 𝑅 = 𝑆∁，有

𝐿 ≔ min𝑅 ⩾ 𝑐𝑛
1+𝑠′

(𝐷+2)𝛾 . （5.79）

类似于第 5.6.4小节中的证明，引入误差时间

𝑇 err = inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ ∃ 𝑘 ∈ 𝑅, |𝜃𝑘(𝑡)| > 2
𝐷+2

2 𝜆𝑘𝑏𝐷
0 e

𝐸√ln 𝑛+ln 𝑘
} , （5.80）

其中 𝐸 也是待确定的常数，并同样约定空集时 𝑇 err = +∞。
现在，可以利用与第 5.6.4小节类似的论据来展示 (5.42)，为了可读性，在此

重复：

|𝑝𝑘| ⩽ 𝜂𝑘 ‖(𝜽∗ − 𝜽)𝑆‖∞ , |𝑞𝑘| ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln(𝑛𝑘), |𝑟𝑘| ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln(𝑛𝑘),（5.81）

其中 𝜂𝑘 = 𝐶 |𝑆| 𝑛−1/2√ln(𝑛𝑘) ⩽ 𝐶𝑛−𝑠√ln(𝑛𝑘)。

5.7.2.1 信号收缩

遵循第 5.6.4.1小节，仍然有 (5.43)。现在，提供以下命题作为命题 5.2的多层

扩展。

命题 5.3 (收缩动力学，多层)： 假设

‖𝑝𝑆‖∞ ⩽ 𝜂 ‖𝜃∗
𝑆 − 𝜃𝑆‖∞ , ‖𝑞𝑆 + 𝑟𝑆‖∞ ⩽ 𝜀,
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对于常数 𝜂 ⩽ 1/8和 𝜀 > 0。假设对于某个 𝑡0 ⩾ 0有

‖𝜃∗
𝑆 − 𝜃𝑆(𝑡0)‖∞ ⩽ 𝑀.

那么，

‖𝜃∗
𝑆 − 𝜃𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝑀 ∨ 2𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0. （5.82）

此外，

• 如果 𝜂𝑀 ⩾ 𝜀，那么

‖𝜃∗
𝑆 − 𝜃𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 1

2𝑀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 half(𝑀), （5.83）

其中

𝑇 half(𝑀) = 𝐶𝐷,1𝑀− 2𝐷+2
𝐷+2 + 𝐶𝐷,2𝑀−1 max

𝑘∈𝑆
𝑅−𝐷

𝑘 ln
𝑅𝑘
𝑟𝑘

, （5.84）

这里 𝑟𝑘 = min(𝜆1/2
𝑘 , 𝑏0/√𝐷)且 𝑅𝑘 = max(𝜆1/2

𝑘 , 𝑏0/√𝐷)。
• 如果 𝜂𝑀 < 𝜀，那么对于满足 |𝜃∗

𝑘| ⩾ 4𝜀的每个 𝑘 ∈ 𝑆，有

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 4𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 fin

𝑘 , （5.85）

其中

𝑇 fin
𝑘 ⩽ 𝐶𝐷,3 |𝜃∗

𝑘|
−1 𝑅−𝐷

𝑘 ln 𝑅
𝑟 + 𝐶𝐷,4 |𝜃∗

𝑘|
− 2𝐷+2

𝐷+2 ln+ |𝜃∗
𝑘|
𝜀 . （5.86）

这里 𝐶𝐷,3和 𝐶𝐷,4是仅取决于 𝐷的常数。另一方面，对于所有 𝑘 ∈ 𝑆，有

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 2max(|𝜃∗

𝑘| , 4𝜀), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝐶𝐷,5𝜀− 2𝐷+2
𝐷+2 . （5.87）

此处，𝐶𝐷,1, ⋯ , 𝐶𝐷,5是仅取决于 𝐷的绝对常数。
证明 证明类似于命题 5.2，其中在第一部分使用引理 5.10和推论 5.5，在第二部分

使用推论 5.6和推论 5.7。

令 𝜈1 = 𝜀/𝜂 = 𝐶𝑛−1/2+𝑠1√ln 𝑛。对于 𝑖 = 0, 1, ⋯ , 𝐼 + 1，定义𝑀𝑖 = 2−𝑖𝐵，其中
𝐼 = ⌊log2(𝐵/𝜈1)⌋。显然 𝐼 ⩽ log2 √𝑛 + 𝐶。由于 ‖𝜃∗

𝑆 − 𝜃𝑆(0)‖∞ = ‖𝜃∗
𝑆‖∞ ⩽ 𝐵，迭代

地使用命题 5.3得到

‖𝜃∗
𝑆 − 𝜃𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝑀𝑖+1, ∀𝑡 ⩾

𝑖

∑
𝑗=0

𝑇 (𝑗),

其中

𝑇 (𝑖) = 𝐶𝑀
− 2𝐷+2

𝐷+2
𝑖 + 𝐶𝑀−1

𝑖 max
𝑘∈𝑆

𝑅−𝐷
𝑘 ln

𝑅𝑘
𝑟𝑘

⩽ 𝐶𝑀
− 2𝐷+2

𝐷+2
𝑖 + 𝐶𝑀−1

𝑖 𝑏−𝐷
0 ln 𝑛,
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这里利用 𝜆𝑘 ≍ 𝑘−𝛾 和 max𝑆 ⩽ 𝐶𝑛𝜅/2得到

max
𝑘∈𝑆

𝑅−𝐷
𝑘 ln

𝑅𝑘
𝑟𝑘

⩽ 𝐶𝑏−𝐷
0 ln 𝑛.

现在，有

𝑇 ≔
𝐼

∑
𝑖=0

𝑇 (𝑖) ⩽ 𝐶
𝐼

∑
𝑖=0

𝑀
− 2𝐷+2

𝐷+2
𝑖 + 𝐶

𝐼

∑
𝑖=0

𝑀−1
𝑖 ln 𝑛

⩽ 𝐶𝜈−1
1 𝑏−𝐷

0 ln 𝑛 + 𝐶𝜈
− 2𝐷+2

𝐷+2
1

⩽ 𝐶𝑛
𝐷+1
𝐷+2 .

最后，当 𝑡 ⩾ 𝑇 时，有 𝜂𝑀𝐼+1 < 𝜀。选择 𝜈2 = 𝑛−1/2 ln 𝑛，利用命题 5.3的第二

部分得到，对于所有 𝑘 ∈ 𝐽sig(𝜈2)，

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 4𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑇 + 𝑇 fin,

其中

𝑇 fin ⩽ 𝐶 max
𝑘∈𝐽sig(𝜈2) [|𝜃∗

𝑘|
−1 𝑅−𝐷

𝑘 ln 𝑅
𝑟 + |𝜃∗

𝑘|
− 2𝐷+2

𝐷+2 ln+ |𝜃∗
𝑘|
𝜀 ]

⩽ 𝐶𝜈−1
2 𝑏−𝐷

0 + 𝐶𝜈
− 2𝐷+2

𝐷+2
2 ln 𝑛

⩽ 𝐶(𝑐−1
𝑏 + 1)𝑛

𝐷+1
𝐷+2 .

另一方面，对于 𝑘 ∈ 𝑆\𝐽sig(𝜈2)，只要 𝑡 ⩾ 𝑇 + 𝐶𝜀− 2𝐷+2
𝐷+2 ，便利用 (5.87)得到

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)| ⩽ 2max(|𝜃∗

𝑘| , 4𝜀).

类似于两层情况的论据，

∑
𝑘∈𝑆\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|

2 = ∑
𝑘∈𝑆1\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|

2 + ∑
𝑘∈𝑆2\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘 − 𝜃𝑘(𝑡)|

2

⩽ 𝐶 ∑
𝑘∈𝑆1\𝐽sig(𝜈2)

|𝜃∗
𝑘|

2 + 𝐶 ∑
𝑘∈𝑆2\(𝑆1∪𝐽sig(𝜈2))

𝜀2

⩽ 𝐶𝛹(𝜈2) + 𝐶𝑛
1+𝑠′

(𝐷+2)𝛾 𝜀2.

因此，得出结论，在 𝑡 ⩾ 𝐶𝑛
𝐷+1
𝐷+2 = 𝐶(𝑐−1

𝑏 + 1)𝑛
𝐷+1
𝐷+2 之后，有

‖𝜃∗
𝑆 − 𝜃𝑆(𝑡)‖

2
2 ⩽ 𝐶 ln 𝑛

𝑛 [𝛷(𝑛−1/2√ln 𝑛) + 𝑛
1+𝑠′

(𝐷+2)𝛾
] + 𝐶𝛹(𝑛−1/2 ln 𝑛).
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5.7.2.2 噪声项的界

本文将利用引理 5.15的第二部分来证明：如果 𝐸 选择得当，(5.80)中定义的

误差时间 𝑇 err满足 𝑇 err ⩾ ̄𝐶𝑛
𝐷+1
𝐷+2（对于某个常数 ̄𝐶）。

为了应用该引理，首先必须证明对于所有 𝑘 ∈ 𝑅都有 (5.88)，即

2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫

𝑡

0
(|𝜃∗

𝑘| + |ℎ𝑘(𝑠)|) d𝑠 ⩽ ln
𝑏0/√𝐷

𝜆1/2
𝑘

, （5.88）

其中 ℎ𝑘(𝑠) = 𝑝𝑘(𝑠) + 𝑞𝑘(𝑠) + 𝑟𝑘(𝑠)。
令 𝑇 ∗ = ̄𝐶𝑛

𝐷+1
𝐷+2，其中 ̄𝐶 为常数。𝑏0的选择给出

𝑏𝐷
0 𝑇 ∗𝑛−1/2 ⩽ ̄𝐶𝐶𝑏. （5.89）

首先，有

𝑏𝐷
0 ∫

𝑇 ∗

0
|𝜃∗

𝑘| d𝑠 = 𝑏𝐷
0 𝑇 ∗ |𝜃∗

𝑘| ⩽ 𝑏𝐷
0 𝑇 ∗𝑛−1/2√ln 𝑛 ⩽ ̄𝐶𝐶𝑏√ln 𝑛.

记 𝑇 (𝑖) = ∑𝑖
𝑗=0 𝑇 (𝑗)

。现在，对于 𝑡 ∈ [𝑇 (𝑖), 𝑇 (𝑖+1)]，利用前一部分的结果，有
‖𝜃∗

𝑆 − 𝜃𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝑀𝑖，故 (5.81)中的第一个不等式给出

|𝑝𝑘(𝑡)| ⩽ 𝐶𝑀𝑖𝑛−𝑠√ln 𝑘, 𝑡 ∈ [𝑇 (𝑖), 𝑇 (𝑖+1)].

从而

∫
𝑇

0
|𝑝𝑘(𝑡)| d𝑡 ⩽ 𝐶

𝐼

∑
𝑖=0

𝑀𝑖𝑛−𝑠√ln 𝑘 ⋅ 𝑇 (𝑖)

⩽ 𝐶
𝐼

∑
𝑖=0

𝑀𝑖𝑛−𝑠√ln 𝑘 ⋅ (𝑀
− 2𝐷+2

𝐷+2
𝑖 + 𝑀−1

𝑖 𝑏−𝐷
0 ln 𝑛)

≲
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐼

∑
𝑖=0

𝑀
− 𝐷

𝐷+2
𝑖 𝑛−𝑠√ln 𝑘 +

𝐼

∑
𝑖=0

𝑏−𝐷
0 𝑛−𝑠√ln 𝑘

⎞
⎟
⎟
⎠

≲ 𝑣
− 𝐷

𝐷+2
1 + 𝑏−𝐷

0 𝑛−𝑠√ln 𝑘 log 𝜈−1
1

≲ 𝑣
− 𝐷

𝐷+2
1 + 𝑏−𝐷

0 √ln 𝑘,

且

𝑏𝐷
0 ∫

𝑇

0
|𝑝𝑘(𝑡)| d𝑡 ≲ 𝐶𝑏√ln 𝑘.

此外，对于 𝑡 ⩾ 𝑇，有

|𝑝𝑘(𝑡)| ⩽ 𝜂𝑘 ‖(𝜃∗ − 𝜃)𝑆‖∞ ⩽ 𝐶𝑛−𝑠√ln(𝑛𝑘) ⋅ 𝑀𝐼+1 ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln 𝑘,
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因此结合 (5.89)，

𝑏𝐷
0 ∫

𝑇 ∗

𝑇
|𝑝𝑘(𝑡)| d𝑡 ⩽ 𝐶 ̄𝐶𝐶𝑏√ln 𝑘.

此外，(5.81)中的另外两个不等式给出

|𝑞𝑘 + 𝑟𝑘| ⩽ 𝐶𝑛−1/2√ln 𝑛 + ln 𝑘,

故

𝑏𝐷
0 ∫

𝑇 ∗

0
|𝑞𝑘(𝑡) + 𝑟𝑘(𝑡)| d𝑡 ⩽ ̄𝐶𝐶𝑏√ln 𝑛 + ln 𝑘.

结合所有这些项，得到

2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 ∫

𝑇 ∗

0
(|𝜃∗

𝑘| + |ℎ𝑘(𝑡)|) d𝑡 ⩽ 𝐶 ̄𝐶𝐶𝑏 (√ln 𝑛 + √ln 𝑘) . （5.90）

现在，根据对 𝑅 = 𝑆∁的选择，有 ln 𝜆−1
𝑘 ⩾ 1+𝑠′

𝐷+2 ln 𝑛（同时 𝑘 ⩾ 𝐿 ≍ 𝑛
1+𝑠′

(𝐷+2)𝛾），从

而

ln
𝑏0/√𝐷

𝜆1/2
𝑘

⩾ − 1
2(𝐷 + 2) ln 𝑛 + 1

2 ln 𝜆−1
𝑘 − 𝐶

⩾ − 1
2(𝐷 + 2) ln 𝑛 + 1

2
1 + 𝑠′/2
1 + 𝑠′ ln 𝜆−1

𝑘 + 1
2

𝑠′/2
1 + 𝑠′ ln 𝜆−1

𝑘 − 𝐶

⩾ 𝑠′

4(𝐷 + 2) ln 𝑛 + 𝑠′𝛾
4(1 + 𝑠′) ln 𝑘 − 𝐶.

因此，只要 𝑛足够大，对于所有 𝑘 ∈ 𝑅都有 (5.88)。现在，将 (5.90)代入引理 5.15

中的上界 (5.75)，即可证明该断言。

5.7.2.3 泛化误差

现在，可以固定 𝑐b, 𝐶b, 𝐸并将它们视为常数。现在，当 𝑡 ∈ [𝐶𝑛
𝐷+1
𝐷+2 , ̄𝐶𝑛

𝐷+1
𝐷+2 ]时，

误差项由下式限制：

‖𝜃𝑅(𝑡)‖
2
2 ⩽ 𝐶 ∑

𝑘∈𝑅
𝜆2

𝑘𝑏2𝐷
0 e𝐶 ̄𝐶(√ln 𝑛+√ln 𝑘)

⩽ 𝐶𝑛− 𝐷
𝐷+2 e𝐶 ̄𝐶√ln 𝑛

∑
𝑘∈𝑅

𝜆2
𝑘e

2𝐶√ln 𝑘

⩽ 𝐶𝑛− 𝐷
𝐷+2 e𝐶 ̄𝐶√ln 𝑛

∑
𝑘⩾𝐿

𝜆2
𝑘e

2𝐶√ln 𝑘

⩽ 𝐶𝑛− 𝐷
𝐷+2 e𝐶 ̄𝐶√ln 𝑛𝐿1−2𝛾+𝑠

⩽ 𝐶𝑛−1+ 1+𝑠
(𝐷+2)𝛾 .
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因此，

‖𝜃∗
𝑅 − 𝜃𝑅(𝑡)‖

2
2 ⩽ 2 ‖𝜃∗

𝑅‖
2
2 + 2 ‖𝜃𝑅(𝑡)‖

2
2 ⩽ 𝛹(𝑛−1/2√ln 𝑛) + 𝐶𝑛−1+ 1+𝑠

(𝐷+2)𝛾 .

最后，通过结合信号分量和噪声分量即可得到结果。

5.8 特征改善的证明

在下文中，固定特征基 {𝑒𝑗}𝑗⩾1以及真实函数 𝑓 ∗，从而固定系数 {𝜃∗
𝑗 }𝑗⩾1

。此

时，特征误差度量仅与权重 𝝀 = (𝜆𝑗)𝑗⩾1相关。为了简化符号，记

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝝀) = ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷, 𝑓 ∗) = # {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿} 𝜖2 + ∑
𝑗∈𝑁

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏 {𝜆𝑗 < 𝛿} ,

以及

ℰ∗(𝜖2; 𝝀) = inf
𝛿⩾0

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝝀), 𝛿∗(𝜖2; 𝝀) ∈ argmin
𝛿⩾0

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝝀).

从特征误差度量的表达式可以明显看出，ℰ∗(𝜖2; 𝝀)仅取决于由权重 𝝀诱导的索引
顺序。此外，可以选择 𝛿∗(𝜖2; 𝝀) = 𝜆𝑗 对于某个 𝑗 ⩾ 1。进一步地，有局部条件：

∑
𝜆𝑗=𝛿∗(𝜖2;𝝀)

(𝜃∗
𝑗 )2 ⩾ # {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 = 𝛿∗(𝜖2; 𝝀)} 𝜖2, （5.91）

否则可以通过增大 𝛿来获得更小的误差。

5.8.1 特征误差度量的基本性质

将信号和噪声的索引集定义为

ℐs(𝜖2) = {𝑗 ∶ (𝜃∗
𝑗 )2 ⩾ 𝜖2

} , ℐn(𝜖2) = {𝑗 ∶ (𝜃∗
𝑗 )2 < 𝜖2

} . （5.92）

以下命题刻画了特征误差度量保持非增的充分条件。

命题 5.4：令 𝝀为权重序列，𝝀′为仅将 𝜆𝑗 修改为 𝜆′
𝑗 后的结果。假设 𝜆𝑟 = 𝛿∗(𝜖2; 𝝀)。

那么，仅在以下情况下才可能出现 ℰ∗(𝜖2; 𝝀′) > ℰ∗(𝜖2; 𝝀)：
(a) 𝜆𝑗 < 𝜆𝑟，𝜆′

𝑗 ⩾ 𝜆𝑟且 (𝜃∗
𝑗 )2 < 𝜖2；

(b) 𝜆𝑗 ⩾ 𝜆𝑟，𝜆′
𝑗 < 𝜆𝑟且 (𝜃∗

𝑗 )2 > 𝜖2，并且存在某个 𝜆𝑙使得 (𝜃∗
𝑙 )2 < 𝜖2且 𝜆𝑟 > 𝜆𝑙 ⩾ 𝜆′

𝑗。

证明 列举以下情况并逐一考虑：

(1) 𝜆𝑗 ⩾ 𝜆𝑟且 𝜆′
𝑗 ⩾ 𝜆𝑟，或者 𝜆𝑗 < 𝜆𝑟且 𝜆′

𝑗 < 𝜆𝑟；

(2) 𝜆𝑗 < 𝜆𝑟，𝜆′
𝑗 ⩾ 𝜆𝑟；

(3) 𝜆𝑗 ⩾ 𝜆𝑟，𝜆′
𝑗 < 𝜆𝑟。
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对于情况 (1)，始终有

ℰ∗(𝜖2; 𝝀′) ⩽ ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀′) = ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀) = ℰ∗(𝜖2; 𝝀).

对于情况 (2)，如果 (𝜃∗
𝑗 )2 ⩾ 𝜖2，发现

ℰ∗(𝜖2; 𝝀) − ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀′) = ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀) − ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀′) = (𝜃∗
𝑗 )2 − 𝜖2 ⩾ 0,

所以只有当 (𝜃∗
𝑗 )2 < 𝜖2时，才可能出现 ℰ∗(𝜖2; 𝝀′) > ℰ∗(𝜖2; 𝝀)，即情况 (a)。

对于情况 (3)，如果 (𝜃∗
𝑗 )2 ⩽ 𝜖2，类似于前一种情况，有

ℰ∗(𝜖2; 𝝀) − ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀′) = 𝜖2 − (𝜃∗
𝑗 )2 ⩾ 0.

现在，如果 (𝜃∗
𝑗 )2 > 𝜖2，但不存在 (b)中指定的 𝜆𝑙，有

ℰ∗(𝜖2; 𝝀) − ℰ(𝜆′
𝑗 , 𝜖2; 𝝀′) = ℰ(𝜆𝑟, 𝜖2; 𝝀) − ℰ(𝜆′

𝑗 , 𝜖2; 𝝀′) = ∑
𝑙∶𝜆𝑟>𝜆𝑙⩾𝜆′

𝑗

[(𝜃∗
𝑙 )2 − 𝜖2] ⩾ 0.

推论 5.8：在与命题 5.4相同的设置下，ℰ∗(𝜖2; 𝝀′) > ℰ∗(𝜖2; 𝝀)仅在发生“上穿（up-

crossing）”时才可能。即，存在某些索引 𝑗, 𝑘使得：(1) 𝜆𝑗 ⩾ 𝜆𝑟 > 𝜆𝑘；(2) (𝜃∗
𝑗 )2 ⩾ 𝜖2

且 (𝜃∗
𝑘)2 < 𝜖2；(3) 𝜆′

𝑗 ⩽ 𝜆′
𝑘。

证明 对于情况 (b)，该条件对于对 (𝑗, 𝑙) 已经成立。对于情况 (a)，利用局部条件

(5.91)，可以找到某个满足 𝜆𝑘 = 𝜆𝑟 且 (𝜃∗
𝑘)2 ⩾ 𝜖2 的 𝑘。那么，对 (𝑘, 𝑗)满足上述条

件。

从命题 5.4中，发现如果 𝝀改变后满足以下条件，则 ℰ∗(𝜖2; 𝝀)是非增的：
引理 5.16： 令 𝜆(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]为权重的连续流。令𝑁 = 𝑁1 ⊔ 𝑁2为索引集𝑁 的一
个划分。进一步假设：

(1) 对于每个 𝑗 ∈ 𝑁1 ∩ ℐs(𝜖2)和 𝑘 ∈ 𝑁1 ∩ ℐn(𝜖2)，如果存在某个 𝑡0 使得 𝜆𝑗(𝑡0) ⩾
𝜆𝑘(𝑡0)，那么对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 𝜆𝑗(𝑡) ⩾ 𝜆𝑘(𝑡)。

(2) 对于每个 𝑗 ∈ 𝑁2，有 𝜆𝑗(𝑡) < 𝛿∗(𝜖2; 𝝀(𝑡))。
那么，ℰ∗(𝜖2; 𝝀(𝑡))关于 𝑡是非增的。
证明 利用权重的连续性以及 ℰ∗(𝜖2; 𝝀) 仅取决于由权重诱导的索引顺序，可以将
𝝀(𝑡)的连续动力学简化为一次仅改变一个权重的离散步骤（如果 𝑁 是无限的，可
以取一个有限但足够大的子集）。那么，结果遵循推论 5.8：对于 𝑗 ∈ 𝑁2 ∩ ℐs(𝜖2)，
由于始终有 𝜆𝑗(𝑡) < 𝛿∗(𝜖2; 𝝀(𝑡))，上穿不可能发生；对于 𝑗 ∈ 𝑁1 ∩ ℐs(𝜖2)，条件 (1)

确保了对于 𝑘 ∈ 𝑁1 ∩ ℐn(𝜖2)不会发生上穿，而条件 (2)确保了对于 𝑘 ∈ 𝑁2 ∩ ℐn(𝜖2)
也不会发生上穿。
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5.8.2 一维动力学补充结果

承接第 5.6.5 小节，给出对角自适应特征模型的一维动力学的一些额外结果。

考虑无扰动的一维梯度流方程：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜃(𝑡) = 𝛽(𝑡)(𝑧(𝑡) − 𝑤(𝑡)), 𝜃(0) = 𝜆
1
2 > 0,

̇𝛽(𝑡) = 𝜃(𝑡)(𝑧(𝑡) − 𝑤(𝑡)), 𝛽(0) = 0,
（5.93）

其中 𝑧(𝑡)是一个连续函数，𝜆 > 0是常数，且 𝑤(𝑡) = 𝜃(𝑡)𝛽(𝑡)。那么，也可以计算
𝑤(𝑡)的动力学：

𝑤̇(𝑡) = (𝜃2(𝑡) + 𝛽2(𝑡))(𝑧(𝑡) − 𝑤(𝑡)), 𝑤(0) = 0.

在下文中，记 ̃𝜆(𝑡) = 𝜃(𝑡)2，且 ̃𝜆(0) = 𝜆。
与第 5.6.5小节中的分析相同，可以计算出：

1
2

d
d𝑡𝜃2 = 1

2
d
d𝑡𝛽2 = 𝜃𝛽(𝑧 − 𝑤),

因此有：

𝜃2(𝑡) − 𝛽2(𝑡) = 𝜃(0)2 − 𝛽(0)2 = 𝜆. （5.94）

这也表明 𝜃(𝑡) ⩾ 𝜆
1
2。

此外，如果 𝑧(𝑡)不改变符号，𝛽 将与 𝑧具有相同的符号。而且，如果 𝑧(𝑡) ≡ 𝑧
是一个常数，可知 𝜃(𝑡)和 |𝛽(𝑡)|是单调增加的。
引理 5.17： 考虑 (5.93) 的两个实例，分别具有 𝜃, 𝛽, 𝑧, 𝜆 和 𝜃′, 𝛽′, 𝑧′, 𝜆′。假设

min𝑡 |𝑧(𝑡)| ⩾ max𝑡 |𝑧′(𝑡)|。那么，如果对于某个 𝑡0 ⩾ 0 有 𝜃(𝑡0) ⩾ 𝜃′(𝑡0)，则对于
所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 𝜃(𝑡) ⩾ 𝜃′(𝑡)。
证明 不失一般性，可以假设 min𝑡 𝑧(𝑡) ⩾ max𝑡 |𝑧′(𝑡)| ⩾ 0。首先，对于 𝜆 ⩾ 𝜆′ 的情

况，利用比较原理容易看出对于所有 𝑡 ⩾ 0都有 𝜃(𝑡) ⩾ 𝜃′(𝑡)且 𝛽(𝑡) ⩾ |𝛽′(𝑡)|。现在，
如果 𝜆 < 𝜆′，利用 (5.94)，有：

𝛽(𝑡0)2 = 𝜃2(𝑡0) − 𝜆 ⩾ (𝜃′(𝑡0))
2 − 𝜆′ = (𝛽′(𝑡0))

2 ,

所以再次利用比较原理，对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 𝛽(𝑡) ⩾ |𝛽′(𝑡)|且 𝜃(𝑡) ⩾ 𝜃′(𝑡)。
引理 5.18： 记𝑀 = max𝑡 |𝑧|。有：

𝜃(𝑡) ⩽ √2𝜆1/2, |𝑤(𝑡)| ⩽ √2𝜆 ∀𝑡 ⩽ 1
√2𝑀

以及

𝜃(𝑡) ⩽ 𝜆1/2
[1 + e√2𝑡𝑀

] .

证明 可以使用与引理 5.8相同的证明方法。对于 𝜃的上界，使用 𝜃(𝑡) ⩽ √𝜆 + 𝛽2(𝑡)。
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引理 5.19： 假设 𝑚 = min𝑡 |𝑧| > 0。有：

𝜃(𝑡)2 ⩾ 1
2𝑚, 对于 𝑡 ⩾ 𝑚−1

(2 + log+ 𝑚
2𝜆) .

证明 为了简化符号，去掉下标 𝑗。定义：

𝑇 esc = inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝛽(𝑡)| ⩾ 𝜆1/2} , 𝑇 sig = inf {𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝑤(𝑡)| ⩾ 𝑚/2} .

注意到如果 |𝑤(𝑡)| = |𝜃(𝑡)𝛽(𝑡)| ⩾ 𝑚/2，那么：

𝜃(𝑡)2 ⩾ |𝜃(𝑡)𝛽(𝑡)| = |𝑤(𝑡)| ⩾ 𝑚/2.

因此，只需考虑 𝑇 sig > 0的情况并给出 𝑇 sig 的上界。不失一般性，假设 𝑧(𝑡) > 0。
当 𝑡 ⩽ 𝑇 esc ∧ 𝑇 sig时，有：

̇𝛽(𝑡) ⩾ 1
2𝜆

1
2 𝑚, 𝑡 ⩽ 𝑇 esc ∧ 𝑇 sig.

故 𝑇 esc ∧ 𝑇 sig ⩽ 2/𝑚。如果 𝑇 sig = 𝑇 esc ∧ 𝑇 sig ⩽ 2/𝑚，已经证明了结果。对于另一种
情况，有：

𝑤̇ = (𝜃2(𝑡) + 𝛽2(𝑡))(𝑧(𝑡) − 𝑤(𝑡)) ⩾ 2(𝜃(𝑡)𝛽(𝑡)) ⋅ 1
2𝑚 = 𝑤(𝑡)𝑚, 𝑡 ∈ [𝑇 esc, 𝑇 sig].

结合 𝑤(𝑇 esc) ⩾ 𝜆，得出：

𝑇 sig − 𝑇 esc ⩽ 1
𝑚 log 𝑚

2𝜆.

5.8.3 序列损失下的单层参数化

考虑序列模型下的两层对角自适应核方法，其中 𝑧𝑗 = 𝜃∗
𝑗 + 𝜀𝑗，且 𝜀𝑗

𝑖.𝑖.𝑑.∼
𝑁(0, 1/𝑛)。梯度流方程的显式形式给出如下：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜃𝑗 = −∇𝜃𝑗 ℒ𝑛 = 𝛽𝑗(𝑡) [𝑧𝑗 − 𝑓𝑗(𝑡)] , 𝜃𝑗(0) = 𝜆
1
2
𝑗 ,

̇𝛽𝑗 = −∇𝛽𝑗 ℒ𝑛 = 𝜃𝑗(𝑡) [𝑧𝑗 − 𝑓𝑗(𝑡)] , 𝛽𝑗(0) = 0,

其中 𝑓𝑗(𝑡) = 𝜃𝑗(𝑡)𝛽𝑗(𝑡)。该方程与 𝑧(𝑡) ≡ 𝑧 = 𝜃∗
𝑗 + 𝜀𝑗 且 𝑤(𝑡) = 𝑓𝑗(𝑡)的一维梯度流方

程 (5.93)一致。

5.8.3.1 定理 5.3的证明

初始时刻，由于 𝜀𝑗 ∼ 𝑁(0, 1/𝑛)，以至少 1 − 𝐶𝑛−2的概率，有：

|𝜀𝑗| ≲ √
log(𝑗𝑛)

𝑛 , ∀𝑗 ⩾ 1.
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单调性。首先证明：如果 ℰ(𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩽ ℰ(𝑛−1; 𝝀(0))，那么：

𝛿∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩾ 𝛿0 = 𝐶𝑛− 𝑞𝛾
𝑝+𝑞 . （5.95）

首先计算初始误差度量：

ℰ(𝛿, 𝑛−1; 𝝀) = # {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿} 𝑛−1 + ∑
𝑗∈𝑁

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏 {𝜆𝑗 < 𝛿} .

对于第一项，利用 𝜆𝑗 ≍ 𝑗−𝛾，有：

# {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿} 𝑛−1 ≍ 𝛿−1/𝛾𝑛−1.

对于第二项，利用 𝑓 ∗
𝑗(ℓ) ≍ ℓ−(𝑝+1)/2，𝑗(ℓ) ≍ ℓ𝑞 发现：

∑
𝑗∈𝑁

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏 {𝜆𝑗 < 𝛿} ≍ 𝛿𝑝/(𝑞𝛾).

平衡这两项，发现：

𝛿∗(𝑛−1; 𝝀) ≍ 𝑛− 𝑞𝛾
𝑝+𝑞 , ℰ∗(𝑛−1; 𝝀) ≍ 𝑛− 𝑝

𝑝+𝑞 .

由于 𝜆𝑗(𝑡)是单调增加的，有：

ℰ(𝛿, 𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩾ # {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜃𝑗(𝑡)2 ⩾ 𝛿} 𝑛−1 ⩾ # {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿} 𝑛−1 ⩾ 𝐶𝛿−1/𝛾𝑛−1.

因此，如果 ℰ(𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩽ ℰ(𝑛−1; 𝝀(0))，有 ℰ∗(𝛿, 𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩾ 𝑐𝑛− 𝑝
𝑝+𝑞，从而：

𝛿∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩾ 𝐶𝑛− 𝑞𝛾
𝑝+𝑞 .

现在，对于满足 (5.95)的时间区间 [0, 𝑇 ]，应用引理 5.16并验证条件 (1)和 (2)。

取 𝐿 ≍ (𝑛/ log 𝑛)
𝑞

𝑝+1，并设𝑁1 = {𝑗 < 𝐿}和𝑁2 = {𝑗 ⩾ 𝐿}。对于每个 𝑗 ⩾ 𝐿，有：

|𝑧𝑗| ⩽ |𝜃
∗
𝑗 | + |𝜀𝑗| ≲ 𝐿− 𝑝+1

2𝑞 + √
log(𝑗𝑛)

𝑛 ≲ √
log(𝑗𝑛)

𝑛 .

利用引理 5.18，对于 𝑡 ⩽ 𝑐√𝑛/(log 𝑛)，有：

𝜆𝑗(𝑡) = 𝜃𝑗(𝑡)2 ⩽ 𝜆𝑗 [1 + e√2𝑡|𝑧|
]

2
⩽ 𝐶𝜆𝑗e𝑐√log 𝑗 < 𝛿0 = 𝐶𝑛− 𝑞𝛾

𝑝+𝑞 , 𝑗 ⩾ 𝐿,

因为当 𝑞 > 1时，𝐿 ≍ (𝑛/ log 𝑛)
𝑞

𝑝+1 ≫ 𝑛
𝑞

𝑝+𝑞。因此，验证了引理 5.16中的条件 (2)。

另一方面，由于 𝐿 ≲ 𝑛
𝑞

𝑝+1，有：

|𝜀𝑗| ≲ √
𝐶 log(𝑗𝑛)

𝑛 ⩽ 𝐶√
log 𝑛

𝑛 , 𝑗 ⩽ 𝐿.

现在，对于满足 𝑗 ∈ ℐs(𝑛−1)的 𝑗 < 𝐿，有：

|𝜃
∗
𝑗 | ≳ 𝐿− 𝑝+1

2𝑞 ≳ √
log 𝑛

𝑛 .
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因此，将 𝐿的常数因子取足够小，有：

|𝑧𝑗| ⩾ |𝜃
∗
𝑗 | − |𝜀𝑗| ⩾ 1

2 |𝜃
∗
𝑗 | > 𝐶√

log 𝑛
𝑛 .

同时，对于 𝑘 < 𝐿且 𝑘 ∈ ℐn(𝑛−1)，有 |𝑧𝑘| = |𝜀𝑘| ⩽ 𝐶√
log 𝑛

𝑛 。因此，利用引理 5.17

就证明了引理 5.16中的条件 (1)。

最后，通过连续性论据证明时间区间 [0, 𝑇 ]实际上可以覆盖 𝑇 = 𝑐√𝑛/(log 𝑛)。
假设 ℰ∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡))在 𝑡0时刻发生跳变，那么由于 𝝀(𝑡)的连续性以及 𝜆𝑗(𝑡), 𝜆𝑗′(𝑡)以概
率 1不会重合，它最多增加 𝜖2。因此，仍然有 ℰ∗(𝛿, 𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ≲ 𝑛− 𝑝

𝑝+𝑞 且 𝛿∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡)) ⩾
𝐶𝑛− 𝑞𝛾

𝑝+𝑞，虽然常数因子可能增大。尽管如此，该论据的第二部分对于修改后的常数

仍然成立，因此在 𝑡0时刻不会发生上穿，所以 ℰ∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡))在 𝑡0时刻不能增加。

特征误差度量。 在前一部分已经证明了 ℰ∗(𝑛−1; 𝝀) ≍ 𝑛− 𝑝
𝑝+𝑞。对于 𝑡 = 𝑡∗ ≍

√𝑛/(log 𝑛)，取 𝛿∗ = 𝐶𝑛− 1
2。首先考虑 ℰV(𝛿∗, 𝑛−1; 𝝀)。如前所述，对于 𝑗 ⩾ 𝐿 有

𝜆𝑗(𝑡∗) < 𝛿∗。对于满足 |𝜃
∗
𝑗 | ≲ 𝑛− 1

2 (log 𝑛)
1
2 的 𝑗 < 𝐿，应用引理 5.18 可发现

𝜆𝑗(𝑡) = 𝜃𝑗(𝑡)2 ⩽ 2𝜆𝑗。因此：

# {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ 𝜃𝑗(𝑡∗)2 ⩾ 𝛿∗} 𝑛−1

= # {𝑗 < 𝐿 ∶ 𝜃𝑗(𝑡∗)2 ⩾ 𝛿∗} 𝑛−1

⩽ 𝑛−1
[# {𝑗 < 𝐿 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝛿∗/2} + # {𝑗 < 𝐿 ∶ |𝜃

∗
𝑗 | ≳ 𝑛− 1

2 (log 𝑛)
1
2 }]

≲ 𝛿−1/𝛾
∗ 𝑛−1 + (𝑛 log 𝑛)

1
𝑝+1 𝑛−1

≲ 𝑛−(1−1/(2𝛾)) + 𝑛− 𝑝
𝑝+1 (log 𝑛)− 1

𝑝+1 ,

现在考虑 ℰB(𝛿∗, 𝑛−1; 𝝀)。对于满足 |𝜃
∗
𝑗 | ≳ 𝑛− 1

2 (log 𝑛)3/2 的 𝑗（这蕴含 𝑗 < 𝐿），应用
引理 5.19发现：

𝜃𝑗(𝑡)2 ⩾ 1
2 |𝑧𝑗| ⩾ 1

4 |𝜃
∗
𝑗 | ≳ √

log 𝑛
𝑛 .

因此：

∑
𝑗∈𝑁

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏 {𝜆𝑗 < 𝛿∗} ⩽ ∑

𝑗∈𝑁
(𝜃∗

𝑗 )2𝟏 {|𝜃
∗
𝑗 | ≳ 𝑛

1
2 (log 𝑛)3/2

} ≲ 𝑛− 𝑝
𝑝+1 (log 𝑛)

2𝑝
𝑝+1 .

因此有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡∗)) ⩽ ℰ(𝛿∗, 𝑛−1; 𝝀(𝑡∗)) ≲ 𝑛−(1−1/(2𝛾)) + 𝑛− 𝑝
𝑝+1 (log 𝑛)

2𝑝
𝑝+1 .

140



第 5章 对角参数化模型的自适应特征理论

5.8.4 序列损失下的更深层过参数化

在本小节中，考虑序列模型下的更深层过参数化。回顾梯度流动力学给出如

下：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

̇𝛽𝑗(𝑡) = −∇𝛽𝑗 ℒ𝑛 = 𝜃𝑗𝑏𝐷
𝑗 (𝑧𝑗 − 𝑓𝑗), 𝛽𝑗(0) = 0;

̇𝜃𝑗(𝑡) = −∇𝜃𝑗 ℒ𝑛 = 𝑏𝐷
𝑗 𝛽𝑗(𝑧𝑗 − 𝑓𝑗), 𝜃𝑗(0) = 𝜆

1
2
𝑗 ;

̇𝑏𝑗(𝑡) = −∇𝑏𝑗 ℒ𝑛 = 𝐷𝜃𝑗𝑏𝐷−1
𝑗 𝛽𝑗(𝑧𝑗 − 𝑓𝑗), 𝑏𝑗(0) = 𝑏0,

（5.96）

其中 𝑓𝑗 = 𝜃𝑗𝑏𝐷
𝑗 𝛽𝑗。在此情形下，记：

̃𝝀 = ( ̃𝜆𝑗)𝑗⩾1, ̃𝜆𝑗(𝑡) = (𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡))

2
, ̃𝜆𝑗(0) = 𝜆𝑗𝑏2𝐷

0 .

这种梯度流动力学已在前文研究，现在引入一些额外的引理。

命题 5.5： 考虑 (5.96)并假设 𝑏0/√𝐷 ⩽ 𝜆
1
2
𝑗 ⩽ 1，有：

̃𝜆
1
2
𝑗 = 𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷

𝑗 (𝑡) ⩽ 𝐶𝐷 max(𝜆
1
2
𝑗 𝑏𝐷

0 , |𝑧|
𝐷+1
𝐷+2 , 𝑏−1

0 |𝑧|).

证明 为了简化符号，省略下标 𝑗。遵循守恒量 (5.66)，得到

min(𝜆
1
2 , |𝛽|) ⩽ 𝜃 ⩽ √2max(𝜆

1
2 , |𝛽|), min(𝑏0, √𝐷 |𝛽|) ⩽ 𝑏 ⩽ √2max(𝑏0, √𝐷 |𝛽|).

如果 𝛽 ⩽ min(𝜆
1
2 , 𝑏0/√𝐷)，立即有：

̃𝜆 = 𝜃𝑏𝐷 ⩽ 2
𝐷+1

2 𝜆
1
2 𝑏𝐷

0 .

如果 𝛽 ⩾ max(𝜆
1
2 , 𝑏0/√𝐷)，有：

|𝑧| ⩾ |𝑓| ⩾ 𝐷
𝐷
2 |𝛽|𝐷+2 ⟹ |𝛽| ⩽ 𝐷− 𝐷

2(𝐷+2) |𝑧|
1

𝐷+2 ,

因此：

̃𝜆 = 𝜃𝑏𝐷 ⩽ 2
𝐷+1

2 𝐷
𝐷
2 |𝛽|𝐷+1 ⩽ 2

𝐷+1
2 𝐷

𝐷
2(𝐷+2) |𝑧|

𝐷+1
𝐷+2 .

否则，如果 𝑏0/√𝐷 ⩽ 𝛽 ⩽ 𝜆
1
2，利用：

|𝑧| ⩾ |𝑓| ⩾ 𝜆
1
2 ⋅ (√𝐷 |𝛽|)𝐷 ⋅ |𝛽| ⟹ |𝛽| ⩽ (𝜆

1
2 𝐷

𝐷
2 )− 1

𝐷+1 |𝑧|
1

𝐷+1 ,

故：

̃𝜆 ⩽ 2
𝐷+1

2 𝜆
1
2 𝐷

𝐷
2 |𝛽|𝐷 ⩽ 2

𝐷+1
2 (𝜆

1
2 𝐷

𝐷
2 )

1
𝐷+1 |𝑧|

𝐷
𝐷+1 ⩽ 2

𝐷+1
2 𝐷

𝐷
2(𝐷+1) 𝜆

1
2(𝐷+1) |𝑧|

𝐷
𝐷+1 .

此外，还有：

|𝑧| ⩾ 𝜆
1
2 ⋅ (√𝐷 |𝛽|)𝐷 ⋅ |𝛽| ⩾ 𝜆

1
2 𝑏𝐷+1

0 𝐷− 1
2 ⟹ 𝜆

1
2 ⩽ 𝐷

1
2 𝑏−(𝐷+1)

0 |𝑧| .
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将此代入前一不等式，发现：

̃𝜆 ⩽ 2
𝐷+1

2 𝐷
1
2 𝑏−1

0 |𝑧| .

引理 5.20 (比较原理)： 考虑 (5.96)并假设 |𝑧𝑗| ⩾ |𝑧𝑘|。那么，如果对于某个 𝑡0 ⩾ 0
有 𝜃𝑗(𝑡0) ⩾ 𝜃𝑘(𝑡0)，则对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0都有 𝜃𝑗(𝑡) ⩾ 𝜃𝑘(𝑡)。
证明 类似于引理 5.17的证明，并注意到所有 𝑗 的初始化 𝑏𝑗(0) = 𝑏0是相同的。

引理 5.21 (噪声情形)： 对于梯度流 (5.96)，假设 𝜆
1
2
𝑗 ⩽ 𝑏0/√𝐷。记 𝑇 (1)

𝑗 =

(2
𝐷+1

2 𝑏𝐷
0 |𝑧𝑗|)

−1
，有：

𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡) ⩽ 2

𝐷+1
2 𝜆

1
2
𝑗 𝑏𝐷

0 , 对于 𝑡 ⩽ 𝑇 (1)
𝑗 . （5.97）

以及

𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡) ⩽ 2

𝐷+1
2 𝜆

1
2
𝑗 𝑏𝐷

0 e
2

𝐷+1
2 𝑏𝐷

0 |𝑧𝑗 |(𝑡−𝑇 (1)
𝑗 )+

,

对于 𝑡 ⩽
(

1 + log
𝑏0

√𝐷𝜆
1
2 )

𝑇 (1)
𝑗 .

（5.98）

证明 这是引理 5.15的直接推论。

引理 5.22 (信号情形)： 对于梯度流 (5.96)，记：

𝑇 eig
𝑗 = inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ 𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷

𝑗 (𝑡) ⩾ |𝑧𝑗|
𝐷+1
𝐷+2

} .

有：

• 如果 𝜆
1
2
𝑗 ⩽ 𝑏0/√𝐷，那么：

𝑇 eig
𝑗 ⩽ 2(𝑏𝐷

0 |𝑧𝑗|)−1
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣
1 + log+ (𝐷− 𝐷

2 |𝑧𝑗| /2)
1

𝐷+2

𝜆
1
2
𝑗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, （5.99）

• 如果 𝜆
1
2
𝑗 ⩾ 𝑏0/√𝐷，那么：

𝑇 eig
𝑗 ⩽ 2 (√𝐷𝜆

1
2
𝑗 𝑏𝐷−1

0 |𝑧𝑗|)
−1

(1 + 𝑅𝑗) , （5.100）

其中

𝑅𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

log+ (𝐷|𝑧𝑗 |/2)
1

𝐷+2

𝑏0
, 𝐷 = 1,

1
𝐷−1 , 𝐷 > 1.

证明 定义 𝑇 sig
𝑗 = inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝑓𝑗(𝑡)| ⩾ |𝑧𝑗| /2} .利用守恒量，发现 𝜃𝑗(𝑡) ⩾ |𝛽𝑗(𝑡)|且
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𝑏𝑗(𝑡) ⩾ √𝐷 |𝛽𝑗(𝑡)|，故：

|𝑓𝑗(𝑡)| = |𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡)𝛽𝑗(𝑡)| ⩽ |𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷

𝑗 (𝑡)|
𝐷+2
𝐷+1 ,

从而 𝑇 eig
𝑗 ⩽ 𝑇 sig

𝑗 。其余部分可以仿照推论 5.6的证明进行。

5.8.4.1 定理 5.4的证明

证明过程类似于第 5.8.3.1小节中两层情形的证明，但还必须额外考虑 𝑏𝑗(𝑡)项
的相互作用。回顾 𝑏0 = 𝑏0(𝑛) ≍ 𝑛− 1

2(𝐷+2) 且 𝑡 ⩽ 𝑡∗ ≍ 𝑏−𝐷
0 √𝑛/(log 𝑛) ≍ 𝑛

𝐷+1
𝐷+2 /√log 𝑛。

定义：

𝐽 = min{𝑗 ⩾ 1 ∶ 𝜆
1
2
𝑗 ⩽ 𝑏0/√𝐷} ≍ 𝑏−2/𝛾

0 ≍ 𝑛
1

(𝐷+2)𝛾 .

遵循第 5.8.3.1小节的证明，可以计算出：

𝛿∗(𝑛−1; ̃𝝀) ⩾ 𝛿0 ≍ 𝑏2𝐷
0 𝑛− 𝑞𝛾

𝑝+𝑞 ≍ 𝑛− 𝐷
𝐷+2 𝑛− 𝑞𝛾

𝑝+𝑞 .

与第 5.8.3.1小节的证明相同，分别考虑 𝑗 < 𝐿和 𝑗 ⩾ 𝐿。对于 𝑗 < 𝐿，有仍然可以
应用比较原理引理 5.20来证明上穿不可能发生。

现在考虑 𝑗 ⩾ 𝐿 的情形并证明 ̃𝜆𝑗(𝑡) < 𝛿0。对于 𝑗 ⩾ max(𝐿, 𝐽 )，利用 |𝑧𝑗| ≲
√log(𝑗𝑛)/𝑛且 𝑡 ⩽ 𝑡∗，发现：

𝑏𝐷
0 |𝑧𝑗| 𝑡 ≲ √

log(𝑗𝑛)
log 𝑛 ≲ 1 + √log 𝑗/ log 𝑛.

然后，应用 (5.98)得到：

̃𝜆𝑗(𝑡) ≲ 𝑏2𝐷
0 𝜆𝑗e

𝐶𝑏𝐷
0 |𝑧𝑗 |𝑡 ⩽ 𝑏2𝐷

0 𝜆𝑗e𝐶√log 𝑗 < 𝛿0 = 𝑏2𝐷
0 𝑛− 𝑞𝛾

𝑝+𝑞 ,

但必须验证 (5.98)中的条件。更详细地说明。由于 𝑗 ⩾ 𝐽，可以写成：

𝜆
1
2
𝑗 = 𝜅𝑏0/√𝐷, 𝜅 ⩽ 1, log 𝑗 ≲ log𝐶(𝜅𝑏0/√𝐷)−2/𝛾 ≲ 1 + log 𝜅−1 + log 𝑛.

一方面，有：

𝑡/𝑇 (1)
𝑗 = 𝐶𝑏𝐷

0 |𝑧𝑗| 𝑡 ≲ 1 + √log 𝑗/ log 𝑛 ≲ 1 + √log 𝜅−1/ log 𝑛,

另一方面，有：

1 + log
𝑏0

√𝐷𝜆
1
2
𝑗

= 1 + log 𝜅−1 ≳ 1 + √log 𝜅−1/ log 𝑛.

因此，取 𝑡中的常数因子足够小，该条件得到满足。
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现在，还剩下 𝐽 > 𝐿且 𝑗 ∈ [𝐿, 𝐽]的情形。应用命题 5.5，发现：

̃𝜆𝑗(𝑡) ≲ max(𝜆
1
2
𝑗 𝑏𝐷

0 , |𝑧𝑗|
𝐷+1
𝐷+2 , 𝑏−1

0 |𝑧𝑗|)2.

第一项如前所述已经满足 𝜆
1
2
𝑗 𝑏𝐷

0 ≪ 𝛿0。为了控制第二项和第三项，利用 𝐽 > 𝐿得
到：

𝑛
1

(𝐷+2)𝛾 ≳ (𝑛/ log 𝑛)
𝑞

𝑝+1 , ⟹ 𝑛
𝑞𝛾

𝑝+1 ≲ (log 𝑛)
𝑞𝛾

𝑝+1 𝑛
1

𝐷+2 ,

所以由于 𝑞 > 1，存在某个 𝑠 > 0使得：

𝛿0 = 𝑏2𝐷
0 𝑛− 𝑞𝛾

𝑝+𝑞 ≳ 𝑏2𝐷
0 𝑛− 1

𝐷+2 𝑛𝑠 ≍ 𝑛− 𝐷+1
𝐷+2 𝑛𝑠.

回到各项数值，由于 𝐽 仍然关于 𝑛呈多项式阶，有 |𝑧𝑗| ≲ √log(𝑗𝑛)/𝑛 ≲ √(log 𝑛)/𝑛，
故：

|𝑧𝑗|
2(𝐷+1)

𝐷+2 ≲ 𝑛− 𝐷+1
𝐷+2 (log 𝑛)

𝐷+1
𝐷+2 ≪ 𝑛− 𝐷+1

𝐷+2 𝑛𝑠,

且：

(𝑏−1
0 |𝑧𝑗|)

2 ≲ 𝑛
1

𝐷+2 𝑛−1 log 𝑛 = 𝑛− 𝐷+1
𝐷+2 log 𝑛 ≪ 𝑛− 𝐷+1

𝐷+2 𝑛𝑠.

因此，在此情形下得出 ̃𝜆𝑗(𝑡) < 𝛿0。

最后，对于特征误差度量，除了应用引理 5.21 和引理 5.22 外，可以遵循与

第 5.8.3.1小节相同的论据。

特征误差度量。 现在，考虑 𝑡 = 𝑡∗ 时刻的特征误差度量。选择 𝛿∗ = 𝐶𝑛− 𝐷+1
2(𝐷+2)。

首先考虑 ℰV(𝛿∗, 𝑛−1; ̃𝝀)。如前所述，对于 𝑗 ⩾ 𝐿有 ̃𝜆𝑗 < 𝛿0 ⩽ 𝛿∗。此外，对于满足

|𝜃
∗
𝑗 | ≲ √(log 𝑛)/𝑛且 𝜆

1
2
𝑗 ⩽ 𝑏0/√𝐷的 𝑗 < 𝐿，应用引理 5.21发现 ̃𝜆𝑗(𝑡∗) ⩽ 𝐶 ̃𝜆𝑗(0)。因

此：

# {𝑗 ∈ 𝑁 ∶ ̃𝜆𝑗(𝑡∗) ⩾ 𝛿∗} ⩽ # {𝑗 < 𝐿 ∶ |𝜃
∗
𝑗 | ≳ (𝑛 log 𝑛)

1
2 }

+ # {𝑗 < 𝐿 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝑏0/√𝐷}
+ # {𝑗 < 𝐿 ∶ 𝐶 ̃𝜆𝑗(0) ⩾ 𝛿∗}

≲ 𝑛
1

𝑝+1 + 𝑛
1

(𝐷+2)𝛾 .

现在，对于 ℰB(𝛿∗, 𝑛−1; ̃𝝀)，利用引理 5.22发现，如果 |𝜃
∗
𝑗 | ≳ 𝑛− 1

2 (log 𝑛)3/2，那么：

̃𝜆𝑗(𝑡) ⩾ |𝜃
∗
𝑗 |

𝐷+1
𝐷+2 ≳ 𝑛− 𝐷+1

2(𝐷+2) (log 𝑛)
3
2

𝐷+1
𝐷+2 ⩾ 𝛿∗,
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所以：

∑
𝑗∈𝑁

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏 { ̃𝜆𝑗(𝑡∗) ⩾ 𝛿∗} ⩽ ∑

𝑗∈𝑁
(𝜃∗

𝑗 )2𝟏 {|𝜃
∗
𝑗 | ≳ 𝑛

1
2 (log 𝑛)3/2

} ≲ 𝑛− 𝑝
𝑝+1 (log 𝑛)

2𝑝
𝑝+1 .

结合这两个部分，本文证明了特征误差度量的界。

5.8.5 样本损失的情况，定理 5.5的证明

下文考虑定理的通用版本。为了以最大的普适性描述真实函数的性质，引入

有关真实系数 (𝜃∗
𝑗 )𝑗⩾1的以下量：

𝒩 (𝛿; 𝑓 ∗) ≔ # {𝑗 ∶ |𝑓 ∗
𝑗 | ⩾ 𝛿} , ℛ(𝛿; 𝑓 ∗) ≔

∞

∑
𝑗=1

(𝜃∗
𝑗 )2𝟏{|𝜃∗

𝑗 | < 𝛿}. （5.101）

这两个量分别衡量了真实函数中显著系数的数量和残差项的总和。此外，它们可以

被视为真实函数的最佳特征误差度量，此时特征映射的权重与真实系数一致。注意

到，由于 |𝑓 ∗
𝑗 |可能不随 𝑗递减（例如，考虑假设 5.2），所以这两个量不能简单地通过

划分前 𝐿项和剩余项来获得。在假设 5.2下，有𝒩 (𝛿; 𝑓 ∗) ≍ 𝛿− 2
𝑝+1 且ℛ(𝛿; 𝑓 ∗) ≍ 𝛿𝑝。

那么，定理 5.5是以下两个定理的直接推论。

定理 5.6： 考虑在假设 5.3和假设 5.1下的对角自适应特征模型 (5.11)。令 𝑠 > 0为
一个任意小的常数。那么，可以选择 𝐿 ≍ (−1

2 + 𝑠) log 𝑛，一个满足 𝛿𝐿 ⩽ 𝑛− 1
2 +𝑠 的

递减序列 𝛿𝑙 = 𝐶2−𝑙（对于 𝑙 ⩽ 𝐿），以及满足 𝑡𝑙 ≲ 𝛿−𝑙
𝑙 log 𝑛的时间点 𝑡0 = 0 < 𝑡1 <

⋯ < 𝑡𝐿 = 𝑡∗ ≲ √𝑛，使得以至少 1 − 𝐶𝑛−2的概率，有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡), 𝑓 ∗) ⩽ ℛ(𝛿𝑙; 𝑓 ∗)+(𝒩 (𝑛− 1
2 ; 𝑓 ∗) + 𝑛

1
2𝛾

) 𝑛−1, ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑙, 𝑡∗], ∀𝑙 = 0, ⋯ , 𝐿,
（5.102）

特别地，

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡∗), 𝑓 ∗) ⩽ ℛ(𝑛− 1
2 +𝑠; 𝑓 ∗) + (𝒩 (𝑛− 1

2 ; 𝑓 ∗) + 𝑛
1

2𝛾
) 𝑛−1.

此外，注意到 (5.102)中的上界随 𝑙单调递减。
定理 5.7： 考虑在假设 5.3 和假设 5.1 下的对角自适应特征模型 (5.13)，其中选

择 𝑏0 ≍ 𝑛− 1
2(𝐷+2)。令 𝑠 > 0为一个任意小的常数。记 𝑞 = 2

2(𝐷+1)
𝐷+2 。那么，可以选择

𝐿 ≍ (−1
2 + 𝑠) log 𝑛，一个满足 𝛿𝐿 ⩽ 𝑛− 1

2 +𝑠的递减序列 𝛿𝑙 = 𝐶𝑞−𝑙（对于 𝑙 ⩽ 𝐿），以及
满足 𝑡𝑙 ≲ 𝛿−𝑙

𝑙 log 𝑛的时间点 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝐿 = 𝑡∗ ≲ 𝑛
𝐷+1
𝐷+2，使得以至少 1 − 𝐶𝑛−2

的概率，有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡),𝒃(𝑡), 𝑓 ∗) ⩽ ℛ(𝛿𝑙; 𝑓 ∗)+(𝒩 (𝑛− 1
2 ; 𝑓 ∗) + 𝑛

1+𝑠
(𝐷+2)𝛾

) 𝑛−1, ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑙, 𝑡∗], ∀𝑙 = 0, ⋯ , 𝐿.
（5.103）
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特别地，

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝜽(𝑡∗),𝒃(𝑡∗), 𝑓 ∗) ⩽ ℛ(𝑛− 1
2 +𝑠; 𝑓 ∗) + (𝒩 (𝑛− 1

2 ; 𝑓 ∗) + 𝑛
1+𝑠

(𝐷+2)𝛾
) 𝑛−1.

5.8.5.1 定理 5.6的证明

回顾定理 5.1的证明过程，见第 5.6节。记

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 = {𝑗 ⩾ 1 ∶ |𝜃
∗
𝑗 | ⩾ 𝑛−1/2√ln 𝑛} ∪ {𝑗 ⩾ 1 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝑛−1/2}

以及如第 5.6节中所定义的 𝑅 = 𝑆∁。令 𝜈1 = 𝐶𝑛−1/2+𝑠且 𝐿 = ⌊log2(𝐵∞/𝜈1)⌋，其中
𝑠 > 0是一个任意小的常数。证明中的收缩动力学显示，令 𝛿𝑖 = 2−𝑖𝐵∞，存在一个

递增的时间点序列 𝑡𝑖，使得 𝑡𝑖 ≲ 𝛿−1
𝑖 log 𝑛，且对于 𝑖 = 0, ⋯ , 𝐿：

‖𝒇 ∗
𝑆 − 𝒇𝑆(𝑡)‖∞ ⩽ 𝛿𝑖+1, ∀𝑡 ⩾ 𝑡𝑖+1. （5.104）

同时，有 𝛿𝐼+1 ≲ 𝑛−1/2+𝑠且 𝑡∗ = 𝑡𝐿 ≲ √𝑛。因此，有：

𝜃𝑘(𝑡𝑖)2 ⩾ |𝑓𝑘(𝑡𝑖)| ⩾ |𝑓 ∗
𝑘 |−‖𝒇 ∗

𝑆 − 𝒇𝑆(𝑡𝑖)‖∞ ⩾ |𝑓 ∗
𝑘 |−𝛿𝑖 ⩾ 𝛿𝑖, ∀𝑘, |𝑓 ∗

𝑘 | ⩾ 2𝛿𝑖.（5.105）

另一方面，噪声项被界定为：

|𝑓𝑘(𝑡)| ⩽ 2𝜆𝑘e𝐶√ln 𝑛+ln 𝑘 ⟹ |𝜃𝑘(𝑡)|
2 ⩽ 𝐶𝜆𝑘e𝐶√ln 𝑛+ln 𝑘 ⩽ 𝑛−1/2+𝑠,

∀𝑘 ∈ 𝑅, 𝑡 ⩽ 𝑡∗,

其中 𝑠 > 0是一个任意小的常数。
现在考虑特征误差度量。有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡), 𝑓 ∗) ⩽ ℰ(𝛿𝑖, 𝑛−1; 𝝀(𝑡))

= # {𝑘 ∈ 𝑁 ∶ 𝜃𝑘(𝑡)2 ⩾ 𝛿𝑖} 𝑛−1 + ∑
𝑘∈𝑁

(𝜃∗
𝑘)2𝟏 {𝜃𝑘(𝑡)2 < 𝛿𝑖} .

对于第一项，利用对噪声项的控制以及 𝛿𝑖 ⩾ 𝐶𝑛− 1
2 +𝑠，对于 𝑡 ⩽ 𝑡∗：

# {𝑘 ∈ 𝑁 ∶ 𝜃𝑘(𝑡)2 ⩾ 𝛿𝑖} ⩽ |𝑆| ⩽ 𝒩 (𝑛− 1
2 ; 𝑓 ∗) + 𝑛

1
2𝛾 .

对于第二项，利用 (5.105)得到：

∑
𝑘∈𝑁

(𝜃∗
𝑘)2𝟏 {𝜃𝑘(𝑡)2 < 𝛿𝑖} ⩽ ∑

𝑘∈𝑁
(𝜃∗

𝑘)2𝟏 {|𝜃∗
𝑘| < 2𝛿𝑖} = ℛ(2𝛿𝑖; 𝑓 ∗), ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡∗].

结合这两个估计就获得了对 ℰ∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡𝑖), 𝑓 ∗)的上界。特别地，利用 𝛿𝐿 ≲ 𝑛−1/2+𝑠，

有：

ℰ∗(𝑛−1; 𝝀(𝑡∗), 𝑓 ∗) ⩽ ℛ(𝑛− 1
2 +𝑠; 𝑓 ∗) + (𝒩 (𝑛− 1

2 +𝑠; 𝑓 ∗) + 𝑛
1+𝑠
2𝛾

) 𝑛−1.
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5.8.5.2 定理 5.7的证明

证明类似于两层情况下的第 5.8.5.1 小节，但现在需要仿照定理 5.2的证明过

程，见第 5.7节。记 ̃𝜆𝑗(𝑡) = (𝜃𝑗(𝑡)𝑏𝐷
𝑗 (𝑡))2。在这种情况下，对于某个小的 𝑠′ > 0，记：

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 = {𝑗 ⩾ 1 ∶ |𝜃
∗
𝑗 | ⩾ 𝑛−1/2√ln 𝑛} ∪ {𝑗 ⩾ 1 ∶ 𝜆𝑗 ⩾ 𝑛− 1+𝑠′

𝐷+2 } .

依然定义 𝜈1 = 𝐶𝑛− 1
2 +𝑠1，𝐿 = ⌊log2(𝐵∞/𝜈1)⌋以及 𝛿𝑖 = 2−𝑖𝐵∞。收缩动力学显示有

一系列递增的时间点 𝑡𝑖，使得 (5.104)成立。此外，有：

𝑡𝑖 ≲ ∑
𝑗⩽𝑖 [𝛿

− 2𝐷+2
𝐷+2

𝑗 + 𝛿−1
𝑗 𝑏−𝐷

0 log 𝑛] ≲ 𝛿
− 2𝐷+2

𝐷+2
𝑖 +𝛿−1

𝑖 𝑏−𝐷
0 log 𝑛 ≲ 𝛿−1

𝑖 𝑏−𝐷
0 log 𝑛 ≍ 𝛿−1

𝑖 𝑛
𝐷

2(𝐷+2) log 𝑛,

其中最后一个不等式是因为 𝛿𝑖 ≳ 𝑛− 1
2 +𝑠1，所以第二项占主导地位。关于多层情况，

有 𝑡𝐿 ≲ 𝑛
𝐷+1
𝐷+2 且：

̃𝜆𝑘(𝑡𝑖) ⩾ |𝑓𝑘(𝑡𝑖)|
2(𝐷+1)

𝐷+2 ⩾ 𝛿
2(𝐷+1)

𝐷+2
𝑖 , ∀𝑘, |𝑓 ∗

𝑘 | ⩾ 2𝛿𝑖.

噪声项被界定为：

| ̃𝜆𝑘(𝑡)| ≲ 𝜆𝑘𝑏2𝐷
0 e𝐸√ln 𝑛+ln 𝑘 ≲ 𝑛− 𝐷+1+𝑠′

𝐷+2 .

因此，对特征误差度量的控制遵循与第 5.8.5.1小节相同的论证。

5.9 补充内容

5.9.1 集中不等式

以下是次高斯（sub-Gaussian）随机变量的标准 Hoeffding 不等式，参见例如

Vershynin [102] 的定理 2.6.2。对于一个随机变量 𝑋，如果存在常数 𝐾 > 0使得对于
任意 𝑡 ∈ ℝ有

𝔼e𝑡𝑋 ⩽ e
𝐾2𝑡2

2 ,

则称 𝑋 为 𝐾-次高斯随机变量。

引理 5.23： 令 𝑋, 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 为独立同分布的 𝐾-次高斯随机变量。那么，对于每

一个 𝑡 ⩾ 0，有

ℙ
{|

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝔼𝑋
|

⩾ 𝑡
}

⩽ 2e− 𝑐𝑛𝑡2
𝐾2 ,

其中 𝑐 > 0是一个绝对常数。
该常数来自标准 Hoeffding型不等式，其具体数值只会改变后续概率界中的通

用常数，因此本文不进一步追踪。
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以下引理给出了希尔伯特空间版本的 Hoeffding 不等式，参见例如 Pinelis

et al. [103]Theorem 3。

引理 5.24： 令𝐻 为一个可分希尔伯特空间。令𝑋, 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛为取值于𝐻 的独立
同分布随机元，且满足 ‖𝑋𝑖‖ ⩽ 𝐵几乎处处成立。那么，对于每一个 𝑡 ⩾ 0，

ℙ
{‖

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝔼𝑋
‖

⩾ 𝑡
}

⩽ 2e− 𝑛𝑡2
2𝐵2 . （5.106）

5.9.2 第 5.1节中例子的分析

5.9.2.1 第 5.1.1小节的分析

第 5.1.1小节中的推导非常直观。级数展开式 (5.7)可以写为：

[ℋ𝑘]
𝑠 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓 = ∑
𝑗⩾1

𝑓𝑗𝑒𝑗 ∣ ∑
𝑗⩾1

𝑓 2
𝑗 𝜆−𝑠

𝑗 < ∞
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

回顾 𝜆𝑗,1 ≍ 𝑗−𝛾1 且 𝜆𝑗,2 ≍ 𝑗−𝛾2。设 𝑓 ∗ = ∑𝑗⩾1 𝑓 ∗
𝑗 𝑒𝑗。那么，对于 ℓ = 1, 2，有：

𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘ℓ]𝑠ℓ ⟺ ∑
𝑗⩾1

(𝑓 ∗
𝑗 )2𝜆−𝑠ℓ

𝑗,ℓ < ∞ ⟺ ∑
𝑗⩾1

(𝑓 ∗
𝑗 )2𝑗𝛾ℓ𝑠ℓ < ∞.

因此可得：

𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘1]𝑠1 ⟺ 𝑓 ∗ ∈ [ℋ𝑘2]𝑠2 当且仅当 𝛾1𝑠1 = 𝛾2𝑠2.

5.9.2.2 第 5.1.2小节的分析

这里证明第 5.1.2小节中的结论。考虑环面 𝕋 𝑑 = [−1, 1)𝑑 以及其上的均匀测度

𝜇（即 𝜇(𝕋 𝑑) = 1）。回顾多维傅里叶基由 𝜙𝒎(𝑥) = e𝑖𝜋⟨𝒎,𝑥⟩给出，其中 𝒎 ∈ ℤ𝑑。

Sobolev空间𝐻𝑠(𝕋 𝑑)通过傅里叶系数定义为：

𝐻𝑠(𝕋 𝑑) =
{

𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋 𝑑) ∣ ∑
𝒎∈ℤ𝑑

|𝑓𝒎|
2 (1 + ‖𝒎‖2)𝑠 < ∞

}
,

该空间配备如下内积（以及由此导出的范数）：

⟨𝑓 , 𝑔⟩𝐻𝑠(𝕋 𝑑 ) = ∑
𝒎∈ℤ𝑑

𝑓𝒎𝑔𝒎(1 + ‖𝒎‖2)𝑠.

这里简要证明当 𝑠 > 𝑑/2时，𝐻𝑠(𝕋 𝑑)是一个再生核希尔伯特空间（RKHS）。只

需证明对于每个 𝑥 ∈ 𝕋 𝑑，映射 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥)是有界的 [13]。利用 𝜙𝒎的有界性，有：

∑
𝒎∈ℤ𝑑

|𝑓𝒎𝜙𝒎| ⩽ ∑
𝒎∈ℤ𝑑

|𝑓𝒎| ⩽
[ ∑

𝒎∈ℤ𝑑
|𝑓𝒎|

2 (1 + ‖𝒎‖2)𝑠
]

1
2

[ ∑
𝒎∈ℤ𝑑

(1 + ‖𝒎‖2)−𝑠
]

1
2

.

148



第 5章 对角参数化模型的自适应特征理论

进一步计算：

∑
𝒎∈ℤ𝑑

(1 + ‖𝒎‖2)−𝑠 ≲ ∫𝑥∈ℝ𝑑
(1 + |𝑥|2)−𝑠 d𝑥 ≲ ∫

∞

0
(1 + 𝑟2)−𝑠𝑟𝑑−1 d𝑟.

由于当 𝑠 > 𝑑/2时最后的积分是有限的，可以找到一个常数 𝐶 使得：

∑
𝒎∈ℤ𝑑

|𝑓𝒎𝜙𝒎| ⩽ 𝐶 ‖𝑓‖𝐻𝑠(𝕋 𝑑 ) .

因此，级数展开 𝑓(𝑥) = ∑𝒎∈ℤ𝑑 𝑓𝒎𝜙𝒎(𝑥)是绝对收敛且一致收敛的，从而 |𝑓 (𝑥)| ⩽
∑𝒎∈ℤ𝑑 |𝑓𝒎𝜙𝒎| ⩽ 𝐶 ‖𝑓‖𝐻𝑠(𝕋 𝑑 )，这表明对于每个 𝑥 ∈ 𝕋 𝑑，𝑓 ↦ 𝑓(𝑥)都是有界的。
此外，从Mercer分解 (3.8)和幂级数展开 (5.7)很容易看出，𝐻𝑠(𝕋 𝑑)的核由下

式给出：

𝑘(𝑥, 𝑥′) = ∑
𝒎∈ℤ𝑑

(1 + ‖𝒎‖2)−𝑠𝜙𝒎(𝑥)𝜙𝒎(𝑥′),

因此其特征值为 𝜆𝒎 = (1 + ‖𝒎‖2)−𝑠。

为了确定按降序重新排列后的特征值衰减率 𝜆𝒎 = (1 + ‖𝒎‖2)−𝑠，只需确定计

数函数 # {𝒎 ∶ 𝜆𝒎 > 𝛿}：如果 # {𝒎 ∶ 𝜆𝒎 > 𝛿} ≍ 𝛿−1/𝛽，则特征值衰减率为 𝛽（例如
参见命题 3.8）。有：

# {𝒎 ∶ 𝜆𝒎 > 𝛿} = # {𝒎 ∶ (1 + ‖𝒎‖2)−𝑠 > 𝛿}
≍ Vol({𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶ (1 + |𝑥|2)−𝑠 > 𝛿})

≍ Vol({𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶ |𝑥| < 𝛿− 1
2𝑠 }) ≍ 𝛿− 𝑑

2𝑠 .

考虑具有低维结构的函数 𝑓 ∗(𝑥) = 𝑔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑0)。为了简便，记 𝑥⩽𝑑0 =
(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑0)且 𝑥>𝑑0 = (𝑥𝑑0+1, ⋯ , 𝑥𝑑)。那么，𝑓 ∗的傅里叶系数由下式给出：

𝑓𝒎 = ⟨𝑓 ∗, 𝜙𝒎⟩𝐿2(𝕋 𝑑 , d𝜇)

= 2−𝑑
∫𝕋 𝑑0×𝕋 𝑑−𝑑0

𝑔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑0)e𝑖𝜋⟨𝒎⩽𝑑0 ,𝑥⩽𝑑0⟩ ⋅ e𝑖𝜋⟨𝒎>𝑑0 ,𝑥>𝑑0⟩ d𝑥⩽𝑑0 d𝑥>𝑑0

= 2−𝑑0
∫𝕋 𝑑0

𝑔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑0)e𝑖𝜋⟨𝒎⩽𝑑0 ,𝑥⩽𝑑0⟩ d𝑥⩽𝑑0

⋅ 2−(𝑑−𝑑0)
∫𝕋 𝑑−𝑑0

e𝑖𝜋⟨𝒎>𝑑0 ,𝑥>𝑑0⟩ d𝑥>𝑑0

= 𝑔𝒎⩽𝑑0
⋅ 𝟏

{𝒎>𝑑0=𝟎}
,

这证明了：

𝑓𝒎 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑔𝒎⩽𝑑0
, 𝒎 = (𝒎⩽𝑑0 , 𝟎), 𝒎⩽𝑑0 ∈ ℤ𝑑0 ,

0, 否则.
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回顾 𝑔 ∈ 𝐻 𝑡(𝕋 𝑑0)，因此：

∑
𝒎⩽𝑑0∈ℤ𝑑0

|𝑔𝒎⩽𝑑0 |
2

(1 + ‖𝒎⩽𝑑0‖
2
)𝑡 < ∞.

为了确定 𝑓 ∗在 [ℋ𝑘1]𝑠和 [ℋ𝑘2]𝑠上的光滑性，根据 (5.7)计算：

∑
𝒎∈ℤ𝑑

|𝑓𝒎|
2

[(1 + ‖𝒎‖2)𝑟]
𝑠 = ∑

𝒎=(𝒎⩽𝑑0 ,𝟎),𝒎⩽𝑑0∈ℤ𝑑0
|𝑔𝒎⩽𝑑0 |

2

[(1 + ‖𝒎⩽𝑑0‖
2
)𝑟

]
𝑠

= ∑
𝒎⩽𝑑0∈ℤ𝑑0

|𝑔𝒎⩽𝑑0 |
2

(1 + ‖𝒎⩽𝑑0‖
2
)𝑟𝑠,

因此当 𝑠 = 𝑡/𝑟时，𝑓 ∗属于 [ℋ𝑘1]𝑠和 [ℋ𝑘2]𝑠。

5.9.2.3 第 5.1.3小节的分析

回顾 𝑓 ∗ = ∑𝑗⩾1 𝜃∗
𝑗 𝑒𝑗，且：

|𝜃
∗
ℓ(𝑗)| ≍ 𝑗−(𝑝+1)/2 且 ℓ(𝑗) ≍ 𝑗𝑞 对于 𝑝 > 0, 𝑞 ⩾ 1,

其中 ℓ(𝑗)给出了 |𝜃
∗
𝑗 |的降序排列。为了计算 𝑓 ∗ 相对于 𝜆𝑗,1 ≍ 𝑗−𝛾 的相对光滑度，

计算：

∑
𝑗⩾1

|𝜃
∗
𝑗 |

2
𝜆−𝑠

𝑗 = ∑
𝑗⩾1

|𝜃
∗
ℓ(𝑗)|

2
𝜆−𝑠

ℓ(𝑗) ≍ ∑
𝑗⩾1

𝑗−(𝑝+1)(ℓ(𝑗))𝛾𝑠 ≍ ∑
𝑗⩾1

𝑗−(𝑝+1)𝑗𝑞𝛾𝑠 ≍ ∑
𝑗⩾1

𝑗−1−(𝑝−𝑞𝛾𝑠),

因此得到 𝑠 < 𝑝/(𝑞𝛾)（但可以任意接近），相应的泛化误差速率为 𝑠𝛾
𝑠𝛾+1 < 𝑝

𝑝+𝑞。相对

于 𝜆ℓ(𝑗),2 ≍ 𝑗−𝛾 的泛化误差速率可以类似地计算。

5.9.3 杂项结果

命题 5.6： 令 𝑘 > 0, 𝑝 > 1 且 𝑀 > 0。考虑常微分方程 𝑥̇ ⩾ 𝑘𝑥𝑝，初始条件为

𝑥(0) = 𝑥0 > 0，有

𝑥(𝑡) ⩾ (𝑥−(𝑝−1)
0 − (𝑝 − 1)𝑘𝑡)

− 1
𝑝−1 , 且 inf {𝑡 ⩾ 0 ∶ 𝑥(𝑡) ⩾ 𝑀} ⩽ [(𝑝 − 1)𝑘𝑥𝑝−1

0 ]
−1

.

类似地，对于方程 𝑥̇ ⩽ −𝑘𝑥𝑝，初始条件为 𝑥(0) = 𝑥0 > 0，有

𝑥(𝑡) ⩽ (𝑥−(𝑝−1)
0 + (𝑝 − 1)𝑘𝑡)

− 1
𝑝−1 , 且 inf {𝑡 ⩾ 0 ∶ 𝑥(𝑡) ⩽ 𝑀} ⩽ [(𝑝 − 1)𝑘𝑀𝑝−1]

−1 .

引理 5.25： 假设 (𝜃𝑗)𝑗⩾1 满足 |𝜃𝑙(𝑗)| ≍ 𝑗−(𝑝+1)/2（对于某些 𝑝 > 0），且在其他位置
|𝜃𝑗| = 0，其中 𝑙(𝑗)是一个指标序列。按照 (5.14)中定义 𝛷(𝛿)和 𝛹(𝛿)，有：

𝛷(𝛿) ≍ 𝛿− 2
𝑝+1 , 𝛹(𝛿) ≍ 𝛿

2𝑝
𝑝+1 .

证明 首先，从𝛷(𝛿)和𝛹(𝛿)的定义可以看出，它们不依赖于指标的排列顺序，也不受
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𝜃𝑗中零值的影响。因此，可以假设 𝑙(𝑗) = 𝑗。那么，假设 𝑐1𝑗−(𝑝+1)/2 ⩽ |𝜃𝑗| ⩽ 𝐶1𝑗−(𝑝+1)/2，

有：

𝛷(𝛿) = |{𝑗 ∶ |𝜃𝑗| ⩾ 𝛿}| ⩽ |{𝑗 ∶ 𝐶1𝑗−(𝑝+1)/2 ⩾ 𝛿}| ⩽ (𝛿/𝐶1)− 2
𝑝+1 .

此外，

𝛹(𝛿) =
∞

∑
𝑗=1

|𝜃𝑗|
2 𝟏 {|𝜃𝑗| < 𝛿}

= ∑
𝑗>𝛷(𝛿)

|𝜃𝑗|
2 ⩽ 𝐶2

1 ∑
𝑗>𝛷(𝛿)

𝑗−(𝑝+1)

⩽ 𝐶2
1 𝐶𝛷(𝛿)−𝑝 ⩽ 𝐶′𝛿

2𝑝
𝑝+1 ,

对于某些常数 𝐶′ > 0。这些量的下界可以类似地得到。
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第 6章 方向参数化模型的自适应特征理论

本章研究具有可学习基函数的自适应特征模型，并将其应用于高斯单指标模

型（Single-index models）和多指标模型（Multi-index models）。与前一章中的对角

参数化不同，这里特征学习的核心不再是重新分配已有特征的权重，而是在训练

过程中主动学习与目标函数相关的方向结构。因此，本章关注的问题是：梯度下降

能否驱动特征映射逐步对齐潜在子空间，并由此提升模型的表达能力与泛化性能？

单指标和多指标模型在大量的现有文献中已得到广泛研究 [80,104-109]。早期工

作 [110-111]利用了在温和的数据分布假设下链接函数（link function）的可逆性或单

调性等性质来实现学习；而 Dudeja et al. [105]、Arous et al. [109]和 Arous et al. [112]为

高斯数据上的（随机）梯度下降开发了调和分析框架，为单指标模型提供了定量

保证。多指标模型的扩展 [113-114]涉及半参数学习和样本复杂度，通常关注特定的

链接函数结构，如阶梯性质（staircase property）。然而，现有工作大多聚焦于特定

估计程序、链接函数结构或样本复杂度分析，较少从“可学习特征映射”这一角度

统一理解这些模型。本章将在自适应特征模型的框架下重新考察单指标与多指标

问题，说明方向学习如何在训练过程中显式体现在特征表示的演化之中，并据此

给出一个新的理论视角。

6.1 Hermite多项式与高斯分布

本节汇总了Hermite多项式以及高斯分布的一些有用性质，这是后续研究单指

标和多指标模型的基础。用 𝛾𝑑 表示 ℝ𝑑 上的标准高斯测度，概率密度如下所示：

𝑝(𝑥) = 1
(2𝜋)𝑑/2 e

− ‖𝑥‖2
2 .

令 𝑑 为维度，协变量 𝑥 服从 𝑑 维标准高斯测度 𝛾𝑑 = 𝑁(0, 𝐼𝑑)。用 ⟨⋅, ⋅⟩𝛾𝑑 表示

𝐿2(ℝ𝑑 , 𝛾𝑑)上的内积。
高斯指标模型的一个基本组成部分是 Hermite多项式（Hermite polynomials），

它们关于高斯测度是正交的。用𝐻𝑟表示关于标准高斯测度 𝛾1归一化的Hermite多

项式，使得

⟨𝐻𝑟, 𝐻𝑠⟩𝛾1
= 𝔼𝑥∼𝑁(0,1)𝐻𝑟(𝑥)𝐻𝑠(𝑥) = 𝛿𝑟𝑠, （6.1）

152



第 6章 方向参数化模型的自适应特征理论

其中 𝛿𝑟𝑠是 Kronecker delta函数。具体地，此处的 Hermite多项式如下给出

𝐻𝑟(𝑥) = (−1)𝑟 1
√𝑟!

e
𝑥2
2

d𝑟

d𝑥𝑟 e
− 𝑥2

2 . （6.2）

它们也满足如下的生成函数：

e𝑥𝑡− 𝑡2
2 =

∞

∑
𝑟=0

𝐻𝑟(𝑥)
√𝑟!

𝑡𝑟. （6.3）

众所周知，Hermite多项式序列 (𝐻𝑟)𝑟⩾0构成了 𝐿2(ℝ, 𝛾1)的一组标准正交基。
注 6.1：有多种不同的Hermite多项式定义方式。本文采用归一化（概率型）Hermite

多项式，其与物理学中常用的物理型 Hermite多项式存在一个归一化因子差异。具

体而言，物理型 Hermite多项式 𝐻̃𝑟 与本文使用的归一化 Hermite多项式 𝐻𝑟 之间

的关系为𝐻𝑟(𝑥) = 𝑐𝑟𝐻̃𝑟(𝑥/√2)，其中 𝑐𝑟是一个归一化常数。在经典文献中，未归一

化的物理型 Hermite多项式常用𝐻𝑛(𝑥)表示，而概率型 Hermite多项式常用 He𝑛(𝑥)
表示。但在本文中只会使用上述定义的归一化的概率型 Hermite多项式。

对于高维情形，需要引入一些关于多重指标的记号。令 𝒎 = (𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑)为一
个多重指标。记其阶数为 |𝒎| = 𝑚1 + ⋯ + 𝑚𝑑。令 𝒎、𝒏为 ℕ𝑑 中的多重指标，约定

多重指标的阶乘和组合数为

𝒎! ≔
𝑑

∏
𝑖=1

𝑚𝑖!, (
𝒎
𝒏) ≔

𝑑

∏
𝑖=1 (

𝑚𝑖
𝑛𝑖 ).

此外，对于 𝑡 ∈ ℝ𝑑，定义多重指标的幂次为

𝑡𝒎 ≔
𝑑

∏
𝑖=1

𝑡𝑚𝑖
𝑖 .

定义张量化（多重指标）Hermite多项式为

𝐻𝒎(𝑥) =
𝑑

∏
𝑗=1

𝐻𝑚𝑗 (𝑥𝑗), 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑) ∈ ℝ𝑑 . （6.4）

这是一个总次数为 |𝒎|的多元多项式。多重指标 Hermite多项式的生成函数由下式

给出：

e⟨𝑥,𝑡⟩− 1
2 ‖𝑡‖2

= ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝐻𝒎(𝑥)
√𝒎!

𝑡𝒎.

多重指标 Hermite多项式 {𝐻𝒎 ∶ 𝒎 ∈ ℕ𝑑}构成了 𝐿2(ℝ𝑑 , 𝛾𝑑)的一组标准正交基。因
此任何函数 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑 , 𝛾𝑑)都可以展开为

𝑓(𝑥) = ∑
𝒎∈ℕ𝑑

𝑓𝒎𝐻𝒎(𝑥), 𝑓𝒎 = ⟨𝑓 , 𝐻𝒎⟩𝛾𝑑
. （6.5）
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在本章中，为了简化分析，始终考虑对应于序列模型 (4.8)的序列损失 (4.9)作

为经验损失的近似 (4.2)，考虑对应的自适应特征动力学演化方程 (4.10)。具体地，

利用标准正交基 {𝐻𝒎 ∶ 𝒎 ∈ ℕ𝑑}，考虑如 (4.8)所示的高斯序列模型：

𝑧𝒎 = 𝑓 ∗
𝒎 + 𝜀𝒎, 𝑓 ∗

𝒎 = ⟨𝑓 ∗, 𝐻𝒎⟩𝛾𝑑
, 𝜀𝒎

𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝑁(0, 1/𝑛), 𝒎 ∈ ℕ𝑑 , （6.6）

其中 𝑓 ∗
𝒎代表目标函数的真实系数，𝜀𝒎是噪声项。集合 (𝑧𝒎)𝒎∈ℕ𝑑 构成了观测数据。

此外，如 (4.9)所示，对于 ℝ𝑑 上的候选函数 𝑓，序列损失定义为：

̄ℒ𝑛(𝑓 ) = 1
2 ∑

𝒎∈ℕ𝑑
(𝑓𝒎 − 𝑧𝒎)

2 , 𝑓𝒎 = ⟨𝑓 , 𝐻𝒎⟩𝛾𝑑
. （6.7）

与第 4.3节中的讨论一致，上式在无限指标集上应理解为有限阶 Hermite截断损失

的极限或形式化等价代理；本章后续使用的梯度方程均对应于这一截断问题逐坐

标求导后的极限形式。

6.2 单指标模型

首先考虑单指标模型，其真实函数由下式给出：

𝑓 ∗(𝑥) = 𝑔∗(⟨𝑤∗, 𝑥⟩), （6.8）

其中单位向量 𝑤∗ ∈ 𝕊𝑑−1 是未知的方向，𝑔∗ ∈ 𝐿2(𝛾1)是未知的链接函数。令 𝑔∗ =
∑𝑟⩾0 𝑔∗

𝑟 𝐻𝑟为 𝑔∗关于 Hermite多项式的展开。

由于本章的目标是学习未知方向𝑤∗，本章考虑由下式给出的参数化特征映射：

𝛷𝑤(𝑥) = (𝜆
1
2
𝑟 𝐻𝑟(⟨𝑤, 𝑥⟩))𝑟⩾0

, 𝑤 ∈ 𝕊𝑑−1, （6.9）

其中𝑤是旨在学习真实方向的可训练向量，(𝜆𝑟)𝑟⩾0是固定的可求和正权重序列。对

应于以 Hermite多项式作为特征函数且特征值呈指数级衰减的高斯核 [115]，对于某

些固定的 𝛾 > 0，取 𝜆𝑟 = e−𝛾𝑟。这一取法主要用于保证权重可求和并使高阶Hermite

分量快速衰减，从而简化级数和扰动项的控制；其他具有足够快衰减和相应正则

性的权重参数化也可能导出类似的现象，但需要重新检查后续证明中的级数估计。

令 𝜷 ∈ ℓ2(ℕ)为泛函系数参数。参数化的回归函数由下式给出，对应 (4.1)：

𝑓(𝑥) = ⟨𝜷, 𝛷𝑤(𝑥)⟩ℓ2(ℕ) = ∑
𝑟⩾0

𝛽𝑟𝜆
1
2
𝑟 𝐻𝑟(⟨𝑤, 𝑥⟩).

自适应特征模型的训练过程由下式给出，对应 (4.3)：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝜷 ̄ℒ𝑛, 𝜷(0) = 𝟎,

𝑤̇(𝑡) = −∇𝕊𝑑−1
𝑤 ̄ℒ𝑛, 𝑤(0) ∼ Unif(𝕊𝑑−1),

（6.10）
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其中 ∇𝕊𝑑−1
𝑤 表示球面 𝕊𝑑−1上的梯度，Unif(𝕊𝑑−1)是球面上的均匀分布。具体而言，

假设 ∇𝑤𝐹 是 ℝ𝑑 上函数 𝐹 的经典梯度，则球面上的梯度由 ∇𝕊𝑑−1
𝑤 𝐹 = 𝑃 ⟂

𝑤 ∇𝑤𝐹 给
出，其中 𝑃 ⟂

𝑤 𝑥 = 𝑥 − ⟨𝑤, 𝑥⟩ 𝑤是到 𝕊𝑑−1在 𝑤处切空间的正交投影。
关于单指标模型，先前的文献 [109,112]观察到，𝑔∗展开式中第一个非零系数（被

称为 𝑔∗的信息指数）极大地影响了单指标模型的样本复杂度。本章通过以下假设

将其形式化。

假设 6.1： 函数 𝑔∗是固定的，其信息指数为 𝑟0 ≔ min{𝑟 ⩾ 1 ∶ 𝑔∗
𝑟 ≠ 0}。

此外，本章还引入以下关于 𝑔∗系数衰减的假设。

假设 6.2： 存在 𝛼 > 0，使得 𝑔∗的系数满足 |𝑔∗
𝑟 | ≲ 𝑟− 𝛼+1

2 。

为了理解自适应特征模型的训练过程，本章的第一个定理考虑了总体动力学，

即将序列损失函数 ̄ℒ𝑛替换为其总体版本 ℒ(𝑓) = 1
2 ∫ℝ𝑑 (𝑓(𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥))

2 d𝛾𝑑(𝑥)。
定理 6.1 (单指标模型总体动力学)： 考虑在假设 6.1下 (6.10)的总体动力学版本。

那么，相对于随机初始化，以概率 1成立：

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤(𝑡), 𝑓 ∗)关于 𝑡单调递减, （6.11）

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑡), 𝑓 ∗)亦然。此外，在假设 6.2下，以至少 0.99 − 𝐶e−𝑐𝑑 的概率，下式成

立：

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(0), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) = 𝛩(1), （6.12）

且存在 𝑇1 ≲ log 𝑑 + 𝑑𝑟0−1使得

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑇1+𝑠), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) ≲ e−𝐶𝑠, ∀𝑠 ⩾ 0.

下一个结果表明，自适应特征模型可以降低噪声观测下的特征误差度量。

定理 6.2： 考虑在假设 6.1下 (6.10) 中定义的模型。进一步假设对于某些 𝑠 > 0，
𝑛 ≳ 𝑑2𝑟0+𝑠。那么，对于初始化和噪声的随机性，以至少 0.99 − 𝐶e−𝑐𝑑 的概率，存

在时间 𝑇0 = 𝛩(1) ⩽ 𝑇1 ⩽ 𝑇2 ≲ log 𝑑 + log 𝑛 + 𝑑𝑟0−1使得

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤(𝑡), 𝑓 ∗)在 𝑡 ∈ [𝑇0, 𝑇2]内单调递减, （6.13）

且在假设 6.2下下式成立：

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑇1), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) = 𝛩(1),

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑇1+𝑠), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) ≲ e−𝐶𝑠, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑇2 − 𝑇1],

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑇2), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) ≲ (
𝑑
𝑛 )

min(𝛼,1)
polylog(𝑛, 𝑑).

（6.14）

定理 6.1和定理 6.2分析了自适应特征模型在单指标模型中的表现，同时考虑

了总体（无噪声）动力学和有噪声设置。这些结果阐明了自适应特征映射 𝛷𝑤(𝑡)是
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如何随时间学习的，从而逼近用于表示目标函数 𝑓 ∗的最优特征映射 𝛷𝑤∗。本章在

下文中讨论其中的关键方面。

对齐度的衡量 单指标模型中存在可识别性问题，因为 𝑤 和 𝑤∗ 之间的对齐程

度不能直接用它们的距离来衡量，这是由于模型的固有对称性——即翻转 𝑤∗ 的

符号并相应调整 𝑔∗ 不会改变函数 𝑓 ∗。通过在本文的框架下考虑超额特征误差

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) 作为对齐度量，可以自然地解决这个问题，因为
通过直接评估 𝛷𝑤代表 𝑓 ∗的能力自然地避开了可识别性问题。尽管如此，本文指

出本章的结果可以隐含文献中常用的其他对齐度量（如 1 − |⟨𝑤, 𝑤∗⟩|）。

改进特征误差度量 由于 𝑤(0) 的随机初始化，初始超额特征误差处于常数水平
𝛩(1)。随着训练的进行，自适应特征模型有效地降低了误差。在总体设置中，定
理 6.1确立了特征误差度量 ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤(𝑡), 𝑓 ∗)以及 ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑡), 𝑓 ∗)随训练时间 𝑡的
增加而单调递减。此外，在特定时间 𝑇1之后，超额误差呈指数级快速衰减，显示

出特征映射 𝛷𝑤(𝑡)向最优映射的改进。

在存在噪声的情况下，定理 6.2也表明 ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤(𝑡), 𝑓 ∗)在初始阶段之后也表
现出递减趋势。此外，在时间 𝑇2之前也观察到了类似的指数衰减，此时超额误差

接近速率 (𝑑/𝑛)min(𝛼,1)（在对数因子内）。如果链接函数 𝑔∗足够光滑，即 𝛼 ⩾ 1，它
达到了参数化速率 𝑑/𝑛（在对数因子内）；当 𝛼 < 1时，该速率受限于链接函数有
限的光滑性，导致收敛速度较慢。

对齐与逼近误差 由于 ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) 也由链接函数的光滑性决定，可以进一步
得到最终总特征误差度量作为以下推论。

推论 6.1： 在与定理 6.2相同的条件下，此外还成立：

ℰ∗(𝑛−1; 𝛷𝑤(𝑇2), 𝑓 ∗) ≲ (
𝑑
𝑛 )

min(𝛼,1)
polylog(𝑛, 𝑑) + 𝑛− 𝛼

𝛼+1 .

如推论 6.1所示，最终特征误差由两项组成：第一项代表方向的对齐误差，而

第二项捕获了链接函数的逼近误差。在结果中可以观察到一种有趣的相变现象。忽

略对数因子，如果 𝛼 ⩾ 1，当且仅当 𝑛 ⩾ 𝑑1+𝛼 时逼近误差占主导；而如果 𝛼 ⩽ 1，
当且仅当 𝑛 ⩾ 𝑑1+𝛼−1

时逼近误差占主导。因此临界指数是 1 +max(𝛼, 𝛼−1)。这表明
存在一个有趣的相变现象：当 𝛼 很大或很小时，学习对齐至关重要；而当 𝛼 适中
时，主要误差源来自学习链接函数。

学习阶段 与第 5章中基函数固定且特征误差度量通常平滑递减的训练动力学相

比，方向自适应特征表现出更复杂的行为，可以分为三个阶段。在 𝑡 ∈ [0, 𝑇0]的初
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始化阶段，模型通过学习 𝑔∗对应的系数，在信息指数处识别链接函数的信号分量，

而方向 𝑤几乎保持不变。在第二阶段，微弱但可识别的信号允许模型从头开始学
习方向，这反过来又进一步放大了信号。这一阶段耗时 𝑇1 ≲ log 𝑑 + 𝑑𝑟0−1，因此较

大的信息指数 𝑟0 会导致更长的训练时间。最后，当方向基本学成后，进入最终收

敛阶段，通过精细化方向，特征误差度量呈指数级快速下降。这三个阶段演示了

带有梯度下降的自适应特征如何能同时学习特征映射和链接函数。

信息指数 𝑟0的影响 正如先前的文献 [109,112]所观察到的，信息指数 𝑟0在训练动力

学和样本复杂度中都起着至关重要的作用。一方面，它决定了自适应特征模型学习

方向所需的时间，如 𝑇1 ≲ log 𝑑 +𝑑𝑟0−1。另一方面，样本复杂度 𝑛 ≳ 𝑑2𝑟0+𝑠也取决于

信息指数。直观地说，信息指数决定了识别链接函数 𝑔∗信号分量的难度。在本章

的结果中，虽然对信息指数 𝑟0的依赖性与以往专注于单指标模型的工作
[107,109]相

比并非最优，但这些结果已足以说明自适应特征方案的潜力，进一步改进留待未

来研究。

6.3 多指标模型

单指标模型的自适应特征结果可以扩展到多指标模型。定义 Stiefel 流形

St(𝑑, 𝑝) = {𝑊 ∈ ℝ𝑑×𝑝 ∶ 𝑊 ⊤𝑊 = 𝐼𝑝}为具有正交规范列的 𝑑 × 𝑝矩阵集合。多指标
模型由下式给出：

𝑓 ∗(𝑥) = 𝑔∗(𝑊 ⊤
∗ 𝑥), 𝑊∗ ∈ St(𝑑, 𝑝∗), （6.15）

其中 𝑊∗ 是未知方向，𝑔∗ ∈ 𝐿2(𝛾𝑝∗) 是未知的低维链接函数。此外，令 𝑔∗ =
∑𝒎∈ℕ𝑝∗ 𝑔∗

𝒎𝐻𝒎为 𝑔∗关于 𝑝∗维 Hermite多项式的展开。

对于多指标模型，本章同样考虑由下式给出的参数化特征映射：

𝛷𝑊 (𝑥) = (𝜆
1
2
𝒎𝐻𝒎(𝑊 ⊤𝑥))𝒎∈ℕ𝑝

, 𝑊 ∈ St(𝑑, 𝑝), （6.16）

其中𝑊 是代表方向的可训练矩阵，(𝜆𝒎)𝒎∈ℕ𝑝 是固定的可求和正权重序列。特别地，

取 𝜆𝒎 = e−𝛾|𝒎|（对于某些固定的 𝛾 > 0），这对应于单指标模型中特征映射的张量
化版本，也同样是为了保证权重可求和以及高阶分量的快速衰减。令 𝜷 ∈ ℓ2(ℕ𝑝)
为泛函系数参数。那么，预测器由下式给出：

𝑓(𝑥) = ⟨𝜷, 𝛷𝑊 (𝑥)⟩ℓ2(ℕ𝑝) = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝛽𝒎𝜆
1
2
𝒎𝐻𝒎(𝑊 ⊤𝑥).

多指标模型与单指标模型有显著不同，由于其更高维的方向分量，其结构更

加复杂。在单指标模型中，方向 𝑤在正负号意义下是可识别的；而多指标模型涉
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及矩阵 𝑊 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)，它代表了由正交投影 𝑊 𝑊 ⊤ 对应的子空间，该子空间仅在

正交变换下是唯一的。具体而言，对于任何正交矩阵 𝑄 ∈ 𝑂(𝑝)，𝑊 和 𝑊 𝑄张成
相同的子空间，因此若相应地调整 𝑔，函数 𝑓 = 𝑔(𝑊 ⊤𝑥)保持不变。这种旋转歧义
性为分析带来了额外的技术挑战。为了应对这种复杂性并专注于本质的统计性质，

引入以下关于函数 𝑔∗旋转不变性的假设。

假设 6.3： 假设 𝑝 = 𝑝∗是固定的，且 𝑔∗ ∈ 𝐿2(𝛾𝑝)是一个固定的旋转不变函数。
虽然假设 𝑔∗是旋转不变的，但多指标模型的复杂性依然存在，主要在于估计

由𝑊∗张成的子空间。因此，即使在这一假设下，单指标和多指标模型之间仍存在

实质性差异。假设 6.3允许通过关注子空间而非其具体取向来部分简化分析，从而

更有效地研究模型的核心行为。

对于梯度训练过程，本章还将通过限制系数 𝜷 来保持函数 𝑔∗ 的旋转不变性。

引入代表旋转不变函数的系数子空间为

𝒢𝝀(𝑝) =
{

𝜷 ∈ ℓ2(ℕ𝑝) ∶ 𝑓 = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝜆
1
2
𝒎𝛽𝒎𝐻𝒎是旋转不变的}

.

用 ∇𝒢𝝀(𝑝)
𝜷 表示子空间 𝒢𝝀(𝑝)中的梯度，用 ∇St(𝑑,𝑝)

𝑊 表示 Stiefel流形上的梯度。考虑

以下自适应特征模型

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝒢𝝀(𝑝)
𝜷

̄ℒ𝑛, 𝜷(0) = 𝟎,

𝑊̇ (𝑡) = −∇St(𝑑,𝑝)
𝑊

̄ℒ𝑛, 𝑊 (0) ∼ Unif(St(𝑑, 𝑝)),
（6.17）

其中初始化𝑊 (0) ∼ Unif(St(𝑑, 𝑝))在 Stiefel流形上均匀分布。

类似于单指标模型，本章也在多指标模型中引入函数 𝑔∗的信息指数，即 𝑔∗展

开式中非零系数的最小阶数。

假设 6.4： 𝑔∗的信息指数为 𝑚0 ≔ min{|𝒎| ∶ 𝑔∗
𝒎 ≠ 0}。

此外，本章对 𝑔∗系数的衰减做出以下假设，其中衰减率中的项 𝑝确保了系数
的平方可求和性。

假设 6.5： 𝑔∗的系数满足 |𝑔∗
𝒎| ≲ |𝒎|− 𝛼+𝑝

2 （对于某些 𝛼 > 0）。
本节的第一个结果展示了总体动力学的收敛性。

定理 6.3 (总体动力学)： 考虑在假设 6.3和假设 6.4下 (6.17)的总体版本。那么，相

对于随机初始化，以概率 1成立：

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑊 (𝑡), 𝑓 ∗)关于 𝑡单调递减, （6.18）

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (𝑡), 𝑓 ∗)亦然。此外，以至少 0.99 − 𝐶e−𝑐𝑑 的概率，下式成立：

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (0), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊∗ , 𝑓 ∗) = 𝛩(1), （6.19）
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且在假设 6.5下，存在 𝑇0 ≲ log 𝑑 + 𝑑𝑚0−1使得

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (𝑇0+𝑠), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊∗ , 𝑓 ∗) ≲ e−𝐶𝑠, ∀𝑠 ⩾ 0. （6.20）

考虑序列损失，本文给出以下结果。

定理 6.4： 考虑在假设 6.3、假设 6.4和假设 6.5下 (6.17) 中定义的模型。进一步

假设对于某些 𝑠 > 0，𝑛 ≳ 𝑑2𝑚0+1+𝑠。那么，对于初始化和噪声的随机性，以至少

0.99 − 𝐶e−𝑐𝑑 的概率，存在时间 𝑇1 ⩽ 𝑇2 ≲ log 𝑑 + log 𝑛 + 𝑑𝑚0−1使得

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (0), 𝑓 ∗) ⩾ ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (𝑇1), 𝑓 ∗) = 𝛩(1),

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (𝑇1+𝑠), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊∗ , 𝑓 ∗) ≲ e−𝐶𝑠, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑇2 − 𝑇1],

ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊 (𝑇2), 𝑓 ∗) − ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑊∗ , 𝑓 ∗) ≲ 𝑝 (
𝑑𝑝
𝑛 )

min(𝛼,1)
polylog(𝑛, 𝑑, 𝑝).

本文在下文中讨论上述结果的一些关键方面。

改进特征误差度量 定理 6.3和定理 6.4表明，多指标模型中的自适应特征方法具

有与单指标模型相似的行为。特征误差度量表现出多个学习阶段，初始阶段误差

恒定，后续阶段表现出指数衰减。最终的超额特征误差随 𝑝(𝑑𝑝/𝑛)min(𝛼,1)（在对数因

子内）缩放，额外的 𝑝因子对应于方向的维度。然而，注意到关于 𝑑的样本复杂度
比单指标模型略大 1，这是由于证明中的技术原因。总体而言，在多指标模型下，

自适应特征模型也能够同时学习方向和链接函数，这是自适应特征潜力的又一个

说明性例子。

证明思路 以下简要讨论证明思路。详细证明因技术性较高且较为复杂，推迟至

第 6.5节。挑战在于分析𝑊 的矩阵值动力学、它与泛函系数 𝜷 的相互作用以及噪
声项。首先，本章引入角度矩阵 𝛲 = 𝑊 ⊤𝑊∗并考虑奇异值分解（SVD）𝛲 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤。

𝑊 和𝑊∗之间的对齐程度可以通过𝛴与单位矩阵的接近程度来衡量。通过关注𝛴，
本文将复杂的矩阵值动力学简化为逐分量的标量动力学。然而，由于 SVD的非唯

一性，这些逐分量动力学取决于正交矩阵 𝑈, 𝑉 的选择，从而导致无法统一控制的
噪声项。为了解决这个问题，本文引入了与 SVD无关的对称量（例如 Tr𝛴2）。一

个特殊的量是对于某些 𝐾 > 0的 𝜔 = − log(e−𝐾𝛴2)/𝐾，它是最小平方奇异值的一
个平滑近似。利用这个量，本文应用多阶段分析来展示 𝛴 的增加，同时提供对噪
声项的统一控制。最后，特征误差度量也可以通过 𝛴 来控制。本文相信，本章的
证明技术可以应用于噪声观测下的其他矩阵值模型，这可能具有独立的研究价值。
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与文献对比 本段将结果与最相关的文献 [104]进行比较，该文献也考虑了多指标

模型的梯度训练。主要区别之一是本章考虑了序列模型下的有噪声设置，而 Bietti

et al. [104]仅考虑了总体动力学。另一个主要区别是本章使用同步梯度下降 (6.17)学

习泛函系数 𝜷，而在 Bietti et al. [104]中，𝜷 在每个时间步被直接设置为插值解。他
们的 𝜷 更新方式不适用于有噪声设置，因为这会导致过拟合噪声。尽管采用了不
同的训练方案，本章结果中的训练时间复杂度 𝑑𝑚0−1仍与 Bietti et al. [104]中的时间

复杂度一致。这显示了多指标模型的本质特征，并表明该自适应特征模型能够有

效学习方向，同时防止过拟合噪声。

6.4 单指标模型的证明

在接下来的分析中，引入 𝜌 = ⟨𝑤, 𝑤∗⟩作为 𝑤与 𝑤∗之间夹角的余弦值。此外，

参数化还给出

𝑓(𝑥) = ⟨𝜷, 𝛷𝑤(𝑥)⟩ℓ2(ℕ) = ∑
𝑟⩾0

𝛽𝑟𝜆
1
2
𝑟 𝐻𝑟(⟨𝑤, 𝑥⟩) = 𝑔(⟨𝑤, 𝑥⟩),

其中函数 𝑔定义为

𝑔(𝑢) = ∑
𝑟⩾0

𝑔𝑟𝐻𝑟(𝑢), 𝑔𝑟 = 𝜆
1
2
𝑟 𝛽𝑟.

回顾特征值取为 𝜆𝑟 ≍ e−𝛾𝑟。利用推论 6.5，有

𝑓𝒎 = ⟨𝑓 , 𝐻𝒎⟩𝛾𝑑
=

⟨∑
𝑟⩾0

𝑔𝑟𝐻𝑟(⟨𝑤, ⋅⟩), 𝐻𝒎⟩
𝛾𝑑

= (
𝑟
𝒎)

1
2
𝑤𝒎𝑔𝑟, 𝑟 = |𝒎| . （6.21）

关于球面上的投影，引入投影算子 𝑃 ⟂
𝑤，对于𝑤 ∈ 𝕊𝑑−1，其定义为𝑃 ⟂

𝑤 𝑣 = 𝑣−⟨𝑣, 𝑤⟩ 𝑤。

6.4.1 特征误差度量的基本性质

对于单指标模型，特征误差度量可以被显式地计算。首先，不难看出

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗) − ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) = ℰProj(𝛷𝑤, 𝑓 ∗). （6.22）

为了计算投影，回顾

𝑓 ∗(𝑥) = 𝑔∗(⟨𝑤∗, 𝑥⟩) = ∑
𝑟⩾0

𝑔∗
𝑟 𝐻𝑟(⟨𝑤∗, 𝑥⟩),
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定义

𝑓 ∗
𝑟,𝑤 ≔ ⟨𝑓 ∗, 𝐻𝑟(⟨𝑤, ⋅⟩)⟩𝛾𝑑

=
⟨∑

𝑠⩾0
𝑔∗

𝑠 𝐻𝑠(⟨𝑤∗, 𝑥⟩), 𝐻𝑟(⟨𝑤, ⋅⟩)
⟩

𝛾𝑑

= ⟨𝑤, 𝑤∗⟩𝑟 𝑔∗
𝑟 = 𝜌𝑟𝑔∗

𝑟 ,

（6.23）

其中在第二个等号处应用了推论 6.5。因此，有

ℰProj(𝛷𝑤, 𝑓 ∗) = ∑
𝑟⩾0

(1 − 𝜌2𝑟)(𝑔∗
𝑟 )2. （6.24）

由于 𝜌 ∈ [−1, 1]，ℰProj(𝛷𝑤, 𝑓 ∗) = 0当且仅当 𝑤 = ±𝑤∗。另一方面，计算得到

ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗) = # {𝑟 ⩾ 0 ∶ 𝜆𝑟 ⩾ 𝛿} 𝜖2 + ∑
𝑟⩾0

(𝑓 ∗
𝑟,𝑤)2𝟏 {𝜆𝑟 < 𝛿}

= # {𝑟 ⩾ 0 ∶ 𝜆𝑟 ⩾ 𝛿} 𝜖2 + ∑
𝑟⩾0

𝜌2𝑟(𝑔∗
𝑟 )2𝟏 {𝜆𝑟 < 𝛿} . （6.25）

因此，

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗) = ℰProj(𝛷𝑤, 𝑓 ∗) + ℰStat(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗)

= ∑
𝑟⩾0

(1 − 𝜌2𝑟)(𝑔∗
𝑟 )2 + # {𝑟 ⩾ 0 ∶ 𝜆𝑟 ⩾ 𝛿} 𝜖2 + ∑

𝑟⩾0
𝜌2𝑟(𝑔∗

𝑟 )2𝟏 {𝜆𝑟 < 𝛿}

= ∑
𝑟⩾0

[𝜖2 + (1 − 𝜌2𝑟)(𝑔∗
𝑟 )2] 𝟏 {𝜆𝑟 ⩾ 𝛿} + ∑

𝑟⩾0
(𝑔∗

𝑟 )2𝟏 {𝜆𝑟 < 𝛿} .

（6.26）

命题 6.1： 在假设 6.2下，有

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗)−ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗) = ℰProj(𝛷𝑤, 𝑓 ∗) ≲

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 − 𝜌, 𝛼 > 1,

(1 − 𝜌) log(1 − 𝜌)−1, 𝛼 = 1,

(1 − 𝜌)𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1).
（6.27）

证明 不失一般性，考虑 𝜌 > 0。利用初等不等式，有 1 − 𝜌2𝑟 ⩽ 2𝑟(1 − 𝜌)，因此

ℰProj(𝛷𝑤, 𝑓 ∗) = ∑
𝑟⩾0

(1−𝜌2𝑟)(𝑔∗
𝑟 )2 ⩽ ∑

𝑟⩾0
min(1, 2𝑟(1−𝜌))(𝑔∗

𝑟 )2 = 2(1−𝜌) ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟(𝑔∗
𝑟 )2+∑

𝑟>𝐿
(𝑔∗

𝑟 )2,

其中 𝐿 = 1
2(1−𝜌)。由于 𝑔∗

𝑟 ≲ 𝑟− 𝛼+1
2 ，有∑𝑟>𝐿(𝑔∗

𝑟 )2 ≲ 𝐿−𝛼。同时，有

∑
𝑟⩽𝐿

𝑟(𝑔∗
𝑟 )2 ≲ ∑

𝑟⩽𝐿
𝑟−𝛼 ≲

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1, 𝛼 > 1,

log𝐿, 𝛼 = 1,

𝐿1−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1).
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结合以上不等式就可以得出结论。

6.4.1.1 初始化

以下命题展示了 𝜌的初始化情况。
命题 6.2： 令 𝑤 ∼ Unif(𝕊𝑑−1)且 𝑤∗ ∈ 𝕊𝑑−1 固定。那么，存在一个依赖于 𝑑 的绝
对常数 𝑐 > 0使得

ℙ
{|⟨𝑤, 𝑤∗⟩| ⩾ 𝑡

√𝑑 }
⩾ 1 − 𝑐𝑡, ∀𝑡 > 0. （6.28）

此外，还有

ℙ {|⟨𝑤, 𝑤∗⟩| ⩽ 1
2} ⩾ 1 − 2e−𝑐𝑑 , ∀𝑑 ⩾ 1. （6.29）

证明 利用 ⟨𝑤, 𝑤∗⟩ 的显式密度函数，(6.28) 的证明非常直接。参见例如 Bietti

et al. [107] 中的引理 B.7。对于 (6.29)，可以使用球面均匀分布的次高斯集中不等

式 [102]。

6.4.2 总体动力学

在本小节中，考虑单指标模型下自适应核模型的总体动力学。用 ℒ =
1
2𝔼 (𝑓(𝑥) − 𝑓 ∗(𝑥))

2
表示总体损失。考虑以下方程，它是 (6.10)的总体版本：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝛽𝑟 = −∇𝛽𝑟ℒ, 𝛽𝑟(0) = 0, 𝑟 ⩾ 0,

𝑤̇ = −∇𝕊𝑑−1
𝑤 ℒ, 𝑤(0) ∼ Unif(𝕊𝑑−1).

（6.30）

利用 (6.105)，总体损失可以计算为

ℒ = 1
2𝔼 [𝑓 ∗(𝑥) − 𝑓(𝑥)]

2 = 1
2𝔼 [𝑔∗(⟨𝑤∗, 𝑥⟩) − 𝑔(⟨𝑤, 𝑥⟩)]

2

= 1
2𝔼

[∑
𝑟⩾0

(𝑔∗
𝑟 𝐻𝑟(⟨𝑤∗, 𝑥⟩) − 𝑔𝑟𝐻𝑟(⟨𝑤, 𝑥⟩))]

2

= 1
2 ∑

𝑟⩾0
[(𝑔∗

𝑟 )2 + (𝑔𝑟)2 − 2𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟] .

因此，有

∇𝛽𝑟ℒ = −𝜆
1
2
𝑟 (𝜌𝑟𝑔∗

𝑟 − 𝑔𝑟), （6.31）

所以 ̇𝛽𝑟 = −𝜆
1
2
𝑟 (𝜌𝑟𝑔∗

𝑟 − 𝑔𝑟)。同时，有

∇𝑤ℒ = − ∑
𝑟⩾1

𝑟𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1𝑤∗.
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取球面上的投影，有

−∇𝕊𝑑−1
𝑤 ℒ = −𝑃 ⟂

𝑤 ∇𝑤ℒ =
(∑

𝑟⩾1
𝑟𝑔∗

𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1
)

𝑃 ⟂
𝑤 𝑤∗. （6.32）

进一步计算 𝜌的动力学。有

̇𝜌 = ⟨𝑤̇, 𝑤∗⟩ =
(∑

𝑟⩾1
𝑟𝑔∗

𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1
) ⟨𝑃 ⟂

𝑤 𝑤∗, 𝑤∗⟩ = ∑
𝑟⩾1

𝑟𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1(1 − 𝜌2), （6.33）

其中注意到

⟨𝑃 ⟂
𝑤 𝑤∗, 𝑤∗⟩ = ⟨𝑤∗ − ⟨𝑤, 𝑤∗⟩ 𝑤, 𝑤∗⟩ = 1 − 𝜌2. （6.34）

在下文中汇总由 (6.30)导出的 𝑔𝑟 = 𝜆
1
2
𝑟 𝛽𝑟和 𝜌的诱导动力学：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝑔𝑟 = 𝜆𝑟(𝜌𝑟𝑔∗
𝑟 − 𝑔𝑟), 𝑟 ⩾ 0,

̇𝜌 = ∑
𝑟⩾1

𝑟𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1(1 − 𝜌2). （6.35）

以下命题展示了总体动力学的基本性质。

命题 6.3： 考虑总体动力学 (6.30)。假设 𝜌(0) ≠ 0。那么，

𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟(𝑡) ⩾ 0, ∀𝑟 ⩾ 0, ∀𝑡 ⩾ 0. （6.36）

此外，对于所有 𝑡 ⩾ 0，若 𝜌(0) > 0则 ̇𝜌(𝑡) ⩾ 0；若 𝜌(0) < 0则 ̇𝜌(𝑡) ⩽ 0。
证明 这是动力学方程 (6.35)的直接结果。这里只给出证明思路，严格证明可通过

标准的 ODE连续性论证得到。𝑔𝑟 的动力学表明 𝑔𝑟(𝑡)与 𝜌𝑟𝑔∗
𝑟 具有相同的符号。因

此， ̇𝜌中的每一项 𝜌𝑟−1𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟(𝑡) = 𝜌−1(𝜌𝑟𝑔∗

𝑟 )𝑔𝑟(𝑡)都与 𝜌具有相同的符号。因此， ̇𝜌与
𝜌同号，结论得证。
根据命题 6.3，在随后的分析中，可以不失一般性地假设 𝑔∗

𝑟 ⩾ 0并考虑 𝜌(0) > 0。
命题 6.4： 考虑总体动力学 (6.30)。令假设 6.1成立。假设 𝜌(0) = 𝜌0 ≠ 0。那么，对
于所有 𝑡 ⩾ 𝑇 app，

|𝜌(𝑡)| ⩾ 1
2, |𝑔𝑟0(𝑡)| ⩾ 2−(𝑟0+1)

|𝑔
∗
𝑟0| , （6.37）

其中

𝑇 app ≲ log 𝜌−1
0 + 𝜌−2(𝑟0−1)

0 . （6.38）

证明 从 (6.37)中的第一个条件开始。利用命题 6.3，只需考虑 𝜌0 > 0并界定 𝜌(𝑡) ⩾ 1
2

的首个时刻。此外，由于 ̇𝜌中的每一项都是非负的，且当 𝜌 < 1/2时 1 − 𝜌2 ⩾ 3/4，
有

̇𝜌 ⩾ 3𝑟0
4 𝑔∗

𝑟0𝜌𝑟0−1𝑔𝑟0 = 𝑐𝑟0𝑔∗
𝑟0𝜌𝑟0−1𝑔𝑟0 . （6.39）
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同时，回顾

̇𝑔𝑟0 = 𝜆𝑟0(𝜌𝑟0𝑔∗
𝑟0 − 𝑔𝑟0).

取 𝐿 ≔ 1 + ⌈log2 𝜌−1
0 ⌉。对于 𝑘 < 𝐿定义 𝜌𝑘 = 2𝑘𝜌0，且 𝜌𝐿 = 1

2。还引入以下时间点：

𝑇 𝜌
0 = 0, 𝑇 𝑔

𝑘 = inf{𝑡 ⩾ 𝑇 𝜌
𝑘 ∶ 𝑔𝑟0(𝑡) ⩾ 1

2𝜌𝑟0
𝑘 𝑔∗

𝑟0} , 𝑇 𝜌
𝑘 = inf{𝑡 ⩾ 𝑇 𝑔

𝑘−1 ∶ 𝜌(𝑡) ⩾ 𝜌𝑘} .
（6.40）

现在，为了界定 𝑇 𝑔
𝑘，有

̇𝑔𝑟0 = 𝜆𝑟0(𝜌𝑟0𝑔∗
𝑟0 − 𝑔𝑟0) ⩾ 𝜆𝑟0 (𝜌𝑟0

𝑘 𝑔∗
𝑟0 − 𝑔𝑟0) ⩾ 1

2𝜆𝑟0𝜌𝑟0
𝑘 𝑔∗

𝑟0 , 𝑡 ∈ [𝑇 𝜌
𝑘 , 𝑇 𝑔

𝑘 ],

所以

𝑇 𝑔
𝑘 − 𝑇 𝜌

𝑘 ⩽
1
2𝜌𝑟0

𝑘 𝑔∗
𝑟0

1
2𝜆𝑟0𝜌𝑟0

𝑘 𝑔∗
𝑟0

= 1
𝜆𝑟0

.

另一方面，对于 𝑇 𝜌
𝑘，有

̇𝜌 ⩾ 𝑟0
2 𝑔∗

𝑟0𝜌𝑟0−1𝑔𝑟0 ⩾ 𝑟0
2 𝑔∗

𝑟0 ⋅ 𝜌𝑟0−1
𝑘−1 ⋅ 1

2𝜌𝑟0
𝑘 𝑔∗

𝑟0 = 𝑟0
2𝑟0+1 (𝑔∗

𝑟0)2𝜌2𝑟0−1
𝑘 , 𝑡 ∈ [𝑇 𝑔

𝑘−1, 𝑇 𝜌
𝑘 ],

所以

𝑇 𝜌
𝑘 − 𝑇 𝑔

𝑘−1 ⩽ 𝜌𝑘 − 𝜌𝑘−1
𝑟0

2𝑟0+1 (𝑔∗
𝑟0)2𝜌2𝑟0−1

𝑘

= 𝜌−2(𝑟0−1)
0 2𝑟02−2(𝑟0−1)𝑘𝑟−1

0 (𝑔∗
𝑟0)−2.

因此，

𝑇 𝜌
𝐿 ⩽ ∑

𝑘⩽𝐿
[(𝑇 𝜌

𝑘 − 𝑇 𝑔
𝑘−1) + (𝑇 𝑔

𝑘−1 − 𝑇 𝜌
𝑘−1)]

⩽ ∑
𝑘⩽𝐿

[𝜆−1
𝑟0 + 𝜌−2(𝑟0−1)

0 2𝑟02−2(𝑟0−1)𝑘𝑟−1
0 (𝑔∗

𝑟0)−2
]

= 𝐿𝜆−1
𝑟0 + 𝜌−2(𝑟0−1)

0 2𝑟0𝑟−1
0 (𝑔∗

𝑟0)−2
∑
𝑘⩽𝐿

2−2(𝑟0−1)𝑘

⩽ 𝐿𝜆−1
𝑟0 + 𝜌−2(𝑟0−1)

0 2𝑟0𝑟−1
0 (𝑔∗

𝑟0)−2 (1 − 2−2(𝑟0−1))
−1

⩽ 𝐿𝜆−1
𝑟0 + 𝜌−2(𝑟0−1)

0 2𝑟0+1𝑟−1
0 (𝑔∗

𝑟0)−2

≲ 𝜆−1
𝑟0 log 𝜌−1

0 + (𝑔∗
𝑟0)−2𝜌−2(𝑟0−1)

0 ,

且 𝑇 𝑔
𝐿 ⩽ 𝑇 𝜌

𝐿 + 𝜆−1
𝑟0 。

命题 6.5： 考虑总体动力学 (6.30)。令假设 6.1成立。假设 (6.37)在某个 𝑡0时刻成

立。那么，

1 − |𝜌(𝑡0 + 𝑡)| ⩽ 1
2e

−𝑟02−2𝑟0 (𝑔∗
𝑟0 )2𝑡. （6.41）

164



第 6章 方向参数化模型的自适应特征理论

证明 不失一般性，假设 𝜌(𝑡0) > 0且 𝑔∗
𝑟0 > 0。由于单调性，有

̇𝜌 ⩾ 𝑟0𝑔∗
𝑟0𝑔𝑟0𝜌𝑟0−1(1 − 𝜌2) ⩾ 𝑟0𝑔∗

𝑟0𝑔𝑟0𝜌𝑟0−1(1 − 𝜌) ⩾ 𝑟02−2𝑟0(𝑔∗
𝑟0)2(1 − 𝜌),

故结论成立。

定理 6.1的证明 特征误差度量的单调性由 (6.26) 以及命题 6.3 中 |𝜌| 的单调性得
出。对于初始化，根据命题 6.2，以高概率成立：

𝐶
√𝑑

⩽ |𝜌(0)| ⩽ 1
2.

因此，有

ℰProj(𝛷𝑤(0), 𝑓 ∗) = ∑
𝑟⩾0

(1 − 𝜌(0)2𝑟)(𝑔∗
𝑟 )2 ≳ ∑

𝑟⩾1
(𝑔∗

𝑟 )2 ≳ 1.

另一方面，由于 𝜌(0) ⩾ 𝐶/√𝑑，命题 6.4和命题 6.5表明对于某个 𝑡0 ≍ log 𝑑 +
𝑑𝑟0−1，有

1 − |𝜌(𝑡0 + 𝑡)| ⩽ 1
2e

−𝐶𝑡.

因此，通过应用命题 6.1并调整常数，结论得证。

6.4.3 序列模型

在本小节考虑 (6.10) 中的自适应特征动力学。利用 (6.43) 和 (6.44) 中动力学

关于负的 𝑔∗
𝑟 和负的 𝜌(0) 的对称性，在随后的部分中，本文将不失一般性地假设

𝑔∗
𝑟 ⩾ 0且 𝜌(0) > 0。此外，本文假设假设 6.1成立而不再明确提及。

6.4.3.1 计算动力学

首先计算噪声序列模型下的动力学。本文将结合总体情况下的计算和 (6.110)

来简化计算过程。

𝛽𝑟项 回顾 (6.21)，有

∇𝛽𝑟𝑓𝒎 = 𝜆
1
2
𝑟 (

𝑟
𝒎)

1
2
𝑤𝒎𝛿𝑟,|𝒎|.

定义

𝑒𝑟 = 𝑒𝑟(𝑤) = ∑
|𝒎|=𝑟 (

𝑟
𝒎)

1
2
𝑤𝒎𝜀𝒎. （6.42）

那么，结合 (6.31)，(6.110)表明

−∇𝛽𝑟
̂ℒ = 𝜆

1
2
𝑟 (𝜌𝑟𝑔∗

𝑟 − 𝑔𝑟 + 𝑒𝑟) ,
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由此得出

̇𝑔𝑟 = 𝜆
1
2
𝑟 ̇𝜃𝑟 = 𝜆𝑟 (𝜌𝑟𝑔∗

𝑟 − 𝑔𝑟 + 𝑒𝑟) . （6.43）

𝑤项 对于 𝑤项，有

∇𝕊𝑑−1
𝑤 𝑓𝒎 = 𝑔𝑟(

𝑟
𝒎)

1
2
∇𝕊𝑑−1

𝑤 (𝑤𝒎).

因此，利用 (6.32)和 (6.110)，有

𝑤̇ =
(∑

𝑟⩾1
𝑟𝑔∗

𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1
)

𝑃 ⟂
𝑤 𝑤∗ + 𝐸, 𝐸 = ∑

𝑟⩾0
𝑔𝑟 ∑

|𝒎|=𝑟 (
𝑟
𝒎)

1
2
∇𝕊𝑑−1

𝑤 (𝑤𝒎)𝜀𝒎.

此外，

̇𝜌 = ⟨𝑤̇, 𝑤∗⟩ =
[∑

𝑟⩾1
𝑟𝑔∗

𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1
] ⟨𝑃 ⟂

𝑤 𝑤∗, 𝑤∗⟩ + ⟨𝐸, 𝑤∗⟩

= ∑
𝑟⩾1

𝑟𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟𝜌𝑟−1(1 − 𝜌2) + 𝜏, 𝜏 = ⟨𝐸, 𝑤∗⟩ . （6.44）

6.4.3.2 界定扰动项

此处将通过计算扰动项 𝑒𝑟 和 𝜏 的协方差并使用高斯过程的一致上界，分别控
制 (6.43)和 (6.44)中的这两项。注意到 𝑒𝑟 和 𝜏 取决于参数 𝑤和 𝜷，因此有必要在
参数空间上对它们给出一致的上界。

命题 6.6： 令 𝑒𝑟定义如 (6.42)。那么，Cov(𝑒𝑟(𝑢), 𝑒𝑟(𝑣)) = ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑟 /𝑛。因此，以至少
1 − 4e−𝑑 的概率，有

sup
𝑤∈𝕊𝑑−1

|𝑒𝑟(𝑤)| ≲ √
𝑑 log 𝑟

𝑛 , ∀𝑟 ⩾ 0. （6.45）

证明 首先计算协方差函数。利用二项式定理，有

Cov(𝑒𝑟(𝑢), 𝑒𝑟(𝑣)) = 1
𝑛 ∑

|𝒎|=𝑟 (
𝑟
𝒎)𝑢𝒎𝑣𝒎 = 1

𝑛 ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑟 .

对于高概率上界，应用引理 6.4并注意到 𝑢𝒎关于 𝑢是 Lipschitz连续的，其 Lipschitz

常数为 |𝒎|，其中对 𝑟使用了联合概率界，使得不等式对所有 𝑟同时成立。
命题 6.7： 令 𝜏 定义如 (6.44)。那么，以至少 1 − 𝐶e−𝑑 的概率，

|𝜏(𝑤)| ≲ √
𝑑
𝑛 ∑

𝑟⩾0
𝑟

1
2 (log 𝑟)

1
2 |𝑔𝑟| , ∀𝑤 ∈ 𝕊𝑑−1. （6.46）
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此外，对于任何固定的 𝜈 ∈ (0, 1)，以至少 1 − 𝐶e−𝑑 的概率，

|𝜏(𝑤)| ≲ √1 − 𝜌2√
𝑑 log 𝜈−1

𝑛 ∑
𝑟⩾0

𝑟
1
2 (log 𝑟)

1
2 |𝑔𝑟| , ∀𝑤 ∈ 𝕊𝑑−1\𝐵𝜈(𝑤∗). （6.47）

证明 首先，可以等价地表达

𝜏 = (𝑤∗)⊤
∑
𝑟⩾0

𝑔𝑟 ∑
|𝒎|=𝑟 (

𝑟
𝒎)

1
2
𝑃 ⟂

𝑤 ∇𝑤(𝑤𝒎)𝜀𝒎

= ∑
𝑟⩾0

𝑔𝑟𝜏𝑟,

其中

𝜏𝑟 = 𝜏𝑟(𝑤) = (𝑃 ⟂
𝑤 𝑤∗)⊤

∑
|𝒎|=𝑟 (

𝑟
𝒎)

1
2
∇𝕊𝑑−1

𝑤 (𝑤𝒎)𝜀𝒎.

为了计算 𝜏𝑟的协方差，令 𝑎 = 𝑃 ⟂
𝑢 𝑤∗且 𝑏 = 𝑃 ⟂

𝑣 𝑤∗。那么，

𝜅(𝑢, 𝑣) ≔ 𝑛Cov(𝜏𝑟(𝑢), 𝜏𝑟(𝑣)) = ∑
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑏𝑗∇𝑢𝑖∇𝑣𝑗 ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑟

= 𝑟(𝑟 − 1) ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑟−2 ⟨𝑃 ⟂
𝑢 𝑤∗, 𝑣⟩ ⟨𝑃 ⟂

𝑣 𝑤∗, 𝑢⟩ + 𝑟 ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑟−1 ⟨𝑃 ⟂
𝑢 𝑤∗, 𝑃 ⟂

𝑣 𝑤∗⟩ .

引入

𝜌𝑢 = ⟨𝑢, 𝑤∗⟩ , 𝜌𝑣 = ⟨𝑣, 𝑤∗⟩ , 𝑞 = ⟨𝑢, 𝑣⟩ ,

并注意到

𝑃 ⟂
𝑢 𝑤∗ = 𝑤∗ − 𝜌𝑢𝑢, 𝑃 ⟂

𝑣 𝑤∗ = 𝑤∗ − 𝜌𝑣𝑣,

有

𝜅(𝑢, 𝑣) = 𝑟(𝑟 − 1)𝑞𝑟−2(𝜌𝑣 − 𝑞𝜌𝑢)(𝜌𝑢 − 𝑞𝜌𝑣) + 𝑟𝑞𝑟−1(1 + 𝑞𝜌𝑢𝜌𝑣 − 𝜌2
𝑢 − 𝜌2

𝑣).

当 𝑢 = 𝑣时，由于 𝜌𝑣 = 𝜌𝑢且 𝑞 = 1，第一项消失，因此

𝜅(𝑢, 𝑢) = 𝑟(1 − 𝜌2).

现在，界定 𝜅(𝑢, 𝑣)的导数。这里将频繁使用以下事实：

‖∇(𝑓𝑔)‖ = ‖𝑓∇𝑔 + 𝑔∇𝑓‖ ⩽ |𝑓| ‖∇𝑔‖ + |𝑔| ‖∇𝑓‖ .

结合各分量的控制，有

∇𝑢𝜅𝑟(𝑢, 𝑣) ⩽ 𝐶(𝑟 − 1)(𝑟 − 2),

其中 𝐶是一个绝对常数。因此，可以对√𝑛𝜏𝑟应用引理 6.4，得到以至少 1−𝐶𝑟−2e−𝑑
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的概率：

sup
𝑤∈𝕊𝑑−1

|𝜏𝑟(𝑤)| ≲ √𝑑(log 𝑟)/𝑛.

求和后，有

sup
𝑤∈𝕊𝑑−1

|𝜏(𝑤)| ≲ 𝑛− 1
2 ∑

𝑟⩾0
√𝑟𝑑 log 𝑟 |𝑔𝑟| = √𝑑/𝑛 ∑

𝑟⩾0
𝑟

1
2 (log 𝑟)

1
2 |𝑔𝑟| .

此外，引入缩放版本

̄𝜏𝑟(𝑤) = √𝑛 [𝑟(1 − 𝜌2
𝑤)]

− 1
2 𝜏𝑟(𝑤),

使得 Var( ̄𝜏𝑟(𝑤)) = 1。由此，可以对 ̄𝜏𝑟 应用引理 6.4 来获得高概率上界。以至少

1 − 𝐶𝑟−2e−𝑑 的概率，有

sup
𝑤∈𝕊𝑑−1\𝐵𝛿(𝑤∗)

| ̄𝜏𝑟(𝑤)| ≲ √𝑑(log 𝑟 + log 𝛿−1).

回到 𝜏𝑟并求和就得出第二个上界。

命题 6.8： 对于任何 𝑟 ⩾ 0，有

|𝑔𝑟(𝑡)| ⩽
(
sup
𝑠⩽𝑡

|𝜌(𝑠)|𝑟 |𝑔∗
𝑟 | + |𝑒𝑟|)

min(1, 𝜆𝑟𝑡). （6.48）

此外，若 𝑔∗
𝑟 ⩾ 0且对于 𝑠 ∈ [0, 𝑡]满足 𝜌(𝑠) ⩾ 0，那么

𝑔𝑟(𝑡) ⩾ − |𝑒𝑟|min(1, 𝜆𝑟𝑡). （6.49）

证明 第一部分由 (6.43)中的动力学和比较定理得出。对于第二部分，只需注意到

𝜆𝑟(𝜌𝑟𝑔∗
𝑟 − 𝑔𝑟 + 𝑒𝑟) ⩾ 𝜆𝑟(− |𝑒𝑟| − 𝑔𝑟)

并应用比较定理。

推论 6.2： 令 (6.45)成立且 𝑛 ≳ 𝑑。那么，有

|𝑔𝑟(𝑡)| ≲
(|𝑔∗

𝑟 | + √
𝑑 log 𝑟

𝑛 )
min(1, 𝜆𝑟𝑡). （6.50）

因此，命题 6.7中的求和可以界定为

∑
𝑟⩾0

𝑟
1
2 (log 𝑟)

1
2 |𝑔𝑟| ≲ 1 + (log+ 𝑡)2. （6.51）

证明 只需证明第二部分，其中可以应用命题 6.31。

6.4.3.3 初始化附近的训练动力学

本小节将考虑初始化附近的训练动力学。

命题 6.9： 在假设 6.1下，假设对于某些 𝑠 > 0，𝑛 ≳ 𝑑2𝑟0+𝑠。令 (6.45)和 (6.46)成
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立。令 𝛿 > 0固定。那么，以至少 1 − 𝛿的概率，当 𝑛, 𝑑 足够大时，有

inf {𝑡 ⩾ 0 ∶ |𝜌(𝑡)| ⩾ 1/2} = 𝑇 app ≲ log 𝑑 + 𝑑𝑟0−1, （6.52）

其中≲符号中的常数可以取决于 𝛿。此外，在经过常数时间后，当 𝑡 ⩽ 𝑇 app时，|𝜌(𝑡)|
是单调递增的。

证明 首先，根据命题 6.2，以至少 1 − 𝛿 的概率，有 |𝜌(0)| ⩾ 𝑐𝑑−1/2（对于某些

𝑐 = 𝑐(𝛿) > 0）。同时，由动力学的对称性，可以不失一般性地考虑 𝜌(0) > 0。此外，
只需要关注 𝜌(𝑡) ⩽ 1/2，且不再明确提及。取 𝑐0 = 𝑐/2，此处断言在所关注的时间范
围内将有 𝜌(𝑡) ⩾ 𝜌0 ≔ 𝑐0𝑑−1/2，将在稍后证明这一断言。

回顾分量 𝑟0的动力学：

̇𝑔𝑟0 = 𝜆𝑟0 (𝜌𝑟0𝑔∗
𝑟0 − 𝑔𝑟0 + 𝑒𝑟0) .

因此，当 𝜌(𝑡) ⩾ 𝑐0𝑑−1/2时，由于 𝑛 = 𝛺(𝑑𝑟0+1+𝑠)，当 𝑛足够大时有

𝜌𝑟0𝑔∗
𝑟0/2 ⩾ 𝐶𝑐

𝑟0
2

0 𝑑− 𝑟0
2 ⩾ 𝐶√

𝑑
𝑛 ⩾ |𝑒𝑟0| ,

这意味着

̇𝑔𝑟0 ⩾ 𝜆𝑟0(𝜌𝑟0
0 𝑔∗

𝑟0/2 − 𝑔𝑟0). （6.53）

因此，𝑔𝑟0(𝑡)是单调递增的，且有

𝑇 𝑔
0 ≔ inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ 𝑔𝑟0(𝑡) ⩾ 1

4𝜌𝑟0
0 𝑔∗

𝑟0} ⩽ 1
𝜆𝑟0

≲ 1.

现在证明 𝑡 ⩽ 𝑇 𝑔
0 时的断言。引入

𝑆0 = {𝑟 ⩾ 1 ∶ (𝑐0𝑑−1/2)𝑟 |𝑔∗
𝑟 | ⩾ 𝐶√𝑑(log 𝑟)/𝑛 ⩾ |𝑒𝑟|}

并写成

̇𝜌 = ∑
𝑟∈𝑆0

𝑟𝜌𝑟−1𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟(1 − 𝜌2) + ∑

𝑟∉𝑆0

𝑟𝜌𝑟−1𝑔∗
𝑟 𝑔𝑟(1 − 𝜌2) + 𝜏 = 𝑃0 + 𝑃1 + 𝜏.

对于每个 𝑟 ∈ 𝑆0，(6.43)表明 𝑔𝑟 ⩾ 0，因此 𝑃0 ⩾ 0。另一方面，对于 𝑟 ∉ 𝑆0，命

题 6.8给出

𝑔𝑟(𝑡) ⩾ −𝐶 min(1, 𝜆𝑟𝑡) |𝑒𝑟| ⩾ −𝐶 min(1, 𝜆𝑟𝑡)√𝑑(log 𝑟)/𝑛.

因此，利用 𝜆𝑟 ≲ e−𝛾𝑟 和命题 6.31，有 𝑃1 ⩾ −𝐶√𝑑/𝑛。此外，(6.46)和 (6.51)给出

|𝜏(𝑡)| ≲ √𝑑/𝑛(1 + (log+ 𝑡)2)。因此，在 𝑡 ⩽ 𝑇 𝑔
0 时 ̇𝜌(𝑡) ⩾ −𝐶√𝑑/𝑛，由此得出

𝜌(𝑇 𝑔
0 ) ⩾ 𝜌(0) − 𝐶√𝑑/𝑛𝑇 𝑔

0 ⩾ 𝑐0𝑑−1/2 = 𝜌0,

因为有 𝑛 ≳ 𝑑2+𝑠。

169



第 6章 方向参数化模型的自适应特征理论

当 𝑡 ⩾ 𝑇 𝑔
0 时，有 𝑃0 ≳ 𝜌2𝑟0−1

0 。将其与 𝑃1, |𝜏|的估计结合并利用 𝑛 ≳ 𝑑2𝑟0+𝑠，只

要 𝑡关于 𝑑, 𝑛是多项式级的，有

𝜌2𝑟0−1
0 ≳ √𝑑/𝑛(1 + (log+ 𝑡)2) ≳ −𝑃1 + |𝜏(𝑡)| ,

从而

̇𝜌(𝑡) ⩾ 𝑐𝜌𝑟0−1𝑔∗
𝑟0𝑔𝑟0 . （6.54）

利用 (6.53) 和 (6.54)，可以遵循与命题 6.4 证明中相同的论证，并推导出 𝑇 𝜌
𝐿 ≲

log 𝑑 + 𝑑𝑟0−1。

6.4.3.4 收敛附近的训练动力学

命题 6.10： 在假设 6.1下，假设对于某些 𝑠 > 0，𝑛 ≳ 𝑑1+𝑠。令 (6.45)、(6.46)和

(6.47)在 𝜈 = 1/𝑛时成立。假设 (6.52)在某些时间 𝑡0 ≲ poly(𝑑)成立。那么，存在某
个 𝑡1 ⩽ 𝑡0 + 𝐶 使得

|𝜌(𝑡1 + 𝑠)| 是单调递增的且1 − |𝜌(𝑡1 + 𝑠)| ≲ e−𝑐𝑠,

前提是

1 − |𝜌(𝑡1 + 𝑠)| ≳ 𝑑polylog(𝑛, 𝑑)
𝑛 .

证明 首先证明对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡1 = 𝑡0 + 𝐶，有 𝑔𝑟0(𝑡) ⩾ 𝑐𝑔∗
𝑟0 ⩾ 𝑐，同时断言对于

𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]，𝜌(𝑡) ⩾ 1/4。回顾 𝑔∗
𝑟0 的动力学，由于 𝜌(𝑡) ⩾ 1/4且 𝑒𝑟0 由 (6.45)界定，有

̇𝑔𝑟0 ⩾ 𝜆𝑟0 (𝑐𝑔∗
𝑟0 − 𝑔𝑟0) ,

因此 𝑔𝑟0 是单调递增的，且对于 𝑡1 ⩽ 𝑡0 + 𝜆−1
𝑟0 ，有 𝑔𝑟0(𝑡1) ⩾ 𝑐

2𝑔∗
𝑟0。现在通过下界界

定 𝜌(𝑡)来证明该断言，这与命题 6.9证明中相应部分的论证类似。

现在证明直到 𝜌(𝑡) = 1−𝑑polylog(𝑛, 𝑑)/𝑛的收敛性。在 𝑡 ⩾ 𝑡1之后，利用 𝜈 = 1/𝑛
时的 (6.47)和 (6.51)得到

̇𝜌 ⩾ 𝑐(1 − 𝜌2) − (1 − 𝜌2)
1
2 √

𝑑 log 𝑛
𝑛 (1 + (log+ 𝑡)2) .

因此，只要 𝑡关于 𝑛, 𝑑 是多项式级的且

𝜌(𝑡) ⩽ 1 − 𝐶 𝑑polylog(𝑛, 𝑑)
𝑛 ,

有

̇𝜌 ⩾ 𝑐(1 − 𝜌2) ⩾ 𝑐(1 − 𝜌) ⟹ 𝜌(𝑡1 + 𝑠) ⩾ 1 − 3
4e

−𝑐𝑠.

因此，只需额外花费 log 𝑛的时间，𝜌(𝑡)即可增加到 1 − 𝑑polylog(𝑛, 𝑑)/𝑛。
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6.4.3.5 定理 6.2的证明

首先，应用 𝜈 = 1/𝑛时的命题 6.6和命题 6.7，使得这些估计以至少 1 − 𝐶e−𝑑 的

概率成立。然后，应用命题 6.9进行初始化（取 𝑇1 = 𝑇 app），并应用命题 6.10进行收

敛。ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑤, 𝑓 ∗)的单调性由 (6.26)以及在这两个命题中推导出的 𝜌的单调性得
出。这里，注意到如果 𝜌(𝑡)进入了命题 6.9中的单调递增阶段，它将持续增加直到命

题 6.10中的收敛。最后，ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑇1+𝑠), 𝑓 ∗)−ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗)和 ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤(𝑇2), 𝑓 ∗)−
ℰ∗(𝜖2; 𝛷𝑤∗ , 𝑓 ∗)的上界来自 1 − |𝜌(𝑡)|的上界和命题 6.1。

6.5 多指标模型的证明

先回顾多指标模型：

𝑓 ∗(𝑥) = 𝑔∗(𝑊 ⊤
∗ 𝑥), 𝑊∗ ∈ St(𝑑, 𝑝∗),

以及参数化方式

𝛷𝑊 (𝑥) = (𝜆
1
2
𝒎𝐻𝒎(𝑊 ⊤𝑥))𝒎∈ℕ𝑝

, 𝑊 ∈ St(𝑑, 𝑝),

𝑓 (𝑥) = ⟨𝜷, 𝛷𝑊 (𝑥)⟩ℓ2(ℕ𝑝) = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝛽𝒎𝜆
1
2
𝒎𝐻𝒎(𝑊 ⊤𝑥) = 𝑔(𝑊 ⊤𝑥),

𝑔(𝑢) = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝛽𝒎𝜆
1
2
𝒎𝐻𝒎(𝑢) ∈ 𝐿2(𝛾𝑝),

关于权重序列 𝜆𝒎，回顾其取值为 𝜆𝒎 = 𝜇|𝒎| ≍ e−𝛾|𝒎|，其中 𝛾 > 0为固定常数。
利用将在第 6.5.1.2小节中引入的辅助算子，可以将 𝑓 ∗写作 𝑃𝑊∗𝑔∗，将 𝑓 写作

𝑃𝑊 𝑔。此外，在假设 6.3下，本文将在第 6.5.1.6小节中展示，可以将系数表示为

𝑔2𝒓 = 𝜈𝒓ℎ𝑟, 𝑔∗
2𝒓 = 𝜈𝒓ℎ∗

𝑟 , 𝑟 = |𝒓| , 𝒓 ∈ ℕ𝑝,

而其他系数均为零，其中 𝜈𝒓 是引理 6.3中定义的一组系数。因此，可以假设信息

指数（information index）𝑚0 = 2𝑟0，其中 𝑟0 > 0。
此外，记 𝛲 = 𝑊 ⊤𝑊∗。考虑奇异值分解（SVD）𝛲 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤。在此汇总定义

一些辅助量：

𝜙𝑟 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓, 𝜙0 = 1, 𝜙1 = 1

𝑝

𝑝

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖

𝜔 = − 1
𝐾 log(Tr e−𝐾𝛴2) = − 1

𝐾 log(
𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 ) ⩽ min(𝜎2

1 , ⋯ , 𝜎2
𝑝),

（6.55）

其中 𝐾 是稍后确定的常数。关于 𝜙𝑟的定义请参考 (6.72)。
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为了方便起见，对于兼容的矩阵（或向量）𝐴, 𝐵，使用 ⟨𝐴, 𝐵⟩𝛾𝑝 =
∫ 𝐴(𝑥)𝐵(𝑥) d𝛾𝑝(𝑥)。同时，将 𝑃𝑊 , 𝑃 ⊤

𝑊 , 𝒜𝑀（定义见第 6.5.1.2 小节）通过逐元

素应用的方式扩展到向量值函数。

6.5.1 预备知识

首先引入一些符号。对于矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑝×𝑝，用 Diag(𝐴) 表示由 𝐴 的对角线元
素构成的对角矩阵，Sym(𝐴) = (𝐴 + 𝐴⊤)/2表示 𝐴的对称部分。注意到 Diag(𝐴) =
Diag(𝐴⊤)，且对于对角矩阵 𝛬，有 Diag(𝐴𝛬) = Diag(𝐴)𝛬 = 𝛬Diag(𝐴)。

6.5.1.1 Stiefel流形

Stiefel流形 𝒮(𝑑, 𝑝)是所有列正交的实 (𝑑 × 𝑝)矩阵的集合：

𝒮(𝑑, 𝑝) = {𝑋 ∈ ℝ𝑑×𝑝 ∣ 𝑋⊤𝑋 = 𝐼𝑝} .

众所周知，𝒮(𝑑, 𝑝)是一个黎曼流形，其度量由 ℝ𝑑×𝑝上的欧几里得度量诱导。对于

每个 𝑋 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)，切空间 𝑇𝑋𝒮(𝑑, 𝑝)给定为

𝑇𝑋𝒮(𝑑, 𝑝) = {𝑍 ∈ ℝ𝑑×𝑝 ∣ 𝑋⊤𝑍 + 𝑍⊤𝑋 = 0} .

此外，可以利用欧几里得梯度计算定义在 𝒮(𝑑, 𝑝) 上的函数的黎曼梯度。设
𝐹 ∶ 𝒮(𝑑, 𝑝) → ℝ 为光滑函数。记 ∇𝐹 (𝑋) 为 𝐹 在 𝑋 处的普通（欧几里得）梯
度，∇𝒮𝐹 (𝑋)为 𝐹 在 𝒮(𝑑, 𝑝)上的黎曼梯度。那么，∇𝒮𝐹 (𝑋)即为 ∇𝐹 (𝑋)在切空间
𝑇𝑋𝒮(𝑑, 𝑝)上的正交投影。该投影的一个表达式为

∇𝒮𝐹 (𝑋) = 𝛱𝑇𝑋𝒮 (∇𝐹 (𝑋)), 𝛱𝑇𝑊 𝒮 (𝑍) = 𝑍 − 𝑊 Sym(𝑊 ⊤𝑍), （6.56）

其中 Sym(𝐴) = (𝐴 + 𝐴⊤)/2表示矩阵的对称部分。

6.5.1.2 辅助算子

引入一些在多指标模型分析中有用的辅助算子 [104]。对于矩阵 𝑊 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)，
定义算子 𝑃𝑊 ∶ 𝐿2(𝛾𝑝) → 𝐿2(𝛾𝑑)为

𝑓 = 𝑃𝑊 𝑔, 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑊 ⊤𝑥). （6.57）

由于当 𝑥 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑)时，𝑊 ⊤𝑥 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝)，因此 𝑃𝑊 是等距算子，即

‖𝑃𝑊 𝑔‖
2
𝛾𝑑

= 𝔼𝑥∼𝛾𝑑 𝑔(𝑊 ⊤𝑥)2 = 𝔼𝑔(𝑦)2 = ‖𝑔‖2
𝛾𝑝 .

因此，可以定义其伴随算子 𝑃 ⊤
𝑊 ∶ 𝐿2(𝛾𝑑) → 𝐿2(𝛾𝑝)：

⟨𝑃𝑊 𝑔, ℎ⟩𝛾𝑑
= ⟨𝑔, 𝑃 ⊤

𝑊 ℎ⟩𝛾𝑝
.
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由于 𝑃𝑊 是等距的，𝑃 ⊤
𝑊 是到空间 𝐿2

𝛷𝑊
= {𝑓 = 𝑔(𝑊 ⊤𝑥), 𝑔 ∈ 𝐿2(𝛾𝑝)}上的正交投

影。此外，𝑃 ⊤
𝑊 𝑃𝑊 = 𝐼𝐿2(𝛾𝑝)，且 𝑃𝑊 𝑃 ⊤

𝑊 是 𝐿2(𝛾𝑑)中到空间 𝐿2
𝛷𝑊
上的正交投影。

命题 6.11： 伴随算子 𝑃 ⊤
𝑊 ∶ 𝐿2(𝛾𝑑) → 𝐿2(𝛾𝑝)的显式表达为

(𝑃 ⊤
𝑊 ℎ)(𝑦) = 𝔼ℎ(𝑊 𝑦 + 𝜉), 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑 − 𝑊 𝑊 ⊤). （6.58）

证明 引入𝑊⟂使得 𝑊̃ = (𝑊 , 𝑊⟂)为正交矩阵。令 ̃𝑦 = (𝑦, 𝑦′)⊤ = 𝑊̃ ⊤𝑥，注意到

𝑊̃ 𝑦 = (𝑊 , 𝑊⟂)(𝑦, 𝑦′)⊤ = 𝑊 𝑦 + 𝑊⟂𝑦′,

因此

⟨𝑃𝑊 𝑔, ℎ⟩𝛾𝑑
= ∫ 𝑔(𝑊 ⊤𝑥)ℎ(𝑥) d𝛾𝑑(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑦)ℎ(𝑊̃ 𝑦) d𝛾𝑑(𝑦) = ∫ 𝑔(𝑦)ℎ(𝑊 𝑦 + 𝑊⟂𝑦′) d𝛾𝑑(𝑦)

= ∫ ∫ 𝑔(𝑦)ℎ(𝑊 𝑦 + 𝑊⟂𝑦′) d𝛾𝑝(𝑦) d𝛾𝑑−𝑝(𝑦′)

= ∫ 𝑔(𝑦) [∫ ℎ(𝑊 𝑦 + 𝑊⟂𝑦′) d𝛾𝑑−𝑝(𝑦′)] d𝛾𝑝(𝑦).

由此得出 𝑃 ⊤
𝑊 ∶ 𝐿2(𝛾𝑑) → 𝐿2(𝛾𝑝)的如下公式：

(𝑃 ⊤
𝑊 ℎ) (𝑦) = ∫ ℎ(𝑊 𝑦 + 𝑊⟂𝑦′) d𝛾𝑑−𝑝(𝑦′),

其中𝑊⟂是使得 𝑊̃ = (𝑊 , 𝑊⟂)为正交矩阵的矩阵。或者，它可以写作

(𝑃 ⊤
𝑊 ℎ) (𝑦) = 𝔼ℎ(𝑊 𝑦 + 𝜉), 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝑊⟂𝑊 ⊤

⟂ ).

由于𝑊⟂𝑊 ⊤
⟂ 是到𝑊 列空间的正交补空间上的正交投影，因此

𝑊⟂𝑊 ⊤
⟂ = 𝐼𝑑 − 𝑊 𝑊 ⊤.

最后得出

(𝑃 ⊤
𝑊 ℎ) (𝑦) = 𝔼ℎ(𝑊 𝑦 + 𝜉), 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑 − 𝑊 𝑊 ⊤). （6.59）

此外，对于满足 ‖𝑀‖ ⩽ 1的矩阵𝑀 ∈ ℝ𝑝1×𝑝2，定义

𝒜𝑀 ∶ 𝐿2(𝛾𝑝2) → 𝐿2(𝛾𝑝1), 𝒜𝑀ℎ(𝑦) = 𝔼ℎ(𝑀⊤𝑦 + 𝜉), 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝2 − 𝑀⊤𝑀).
（6.60）

以下命题展示了算子𝒜𝑀 的一些基本性质及其与算子 𝑃𝑊 的关系。

命题 6.12： 具有以下性质：

(i) 设𝑊1 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝1)且𝑊2 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝2)。那么 𝑃 ⊤
𝑊1

𝑃𝑊2 = 𝒜𝑊 ⊤
1 𝑊2
。

(ii) 𝒜𝑀1𝒜𝑀2 = 𝒜𝑀1𝑀2，𝒜⊤
𝑀 = 𝒜𝑀⊤。

(iii) 若 𝑄为正交矩阵，则 𝑃 ⊤
𝑄 = 𝑃𝑄⊤ 且𝒜𝑄 = 𝑃𝑄。
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证明 为了证明 (i)，记𝒜𝑊1,𝑊2 = 𝑃 ⊤
𝑊1

𝑃𝑊2 并计算：

𝒜𝑊1,𝑊2ℎ(𝑦) = 𝔼(𝑃𝑊2ℎ)(𝑊1𝑦 + 𝜉) = 𝔼ℎ(𝑊 ⊤
2 (𝑊1𝑦 + 𝜉))

= 𝔼ℎ(𝑊 ⊤
2 𝑊1𝑦 + 𝑊 ⊤

2 𝜉),

其中 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑 − 𝑊1𝑊 ⊤
1 )。现在记𝑀 = 𝑊 ⊤

1 𝑊2 ∈ ℝ𝑝1×𝑝2，有

𝑊 ⊤
2 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝑊 ⊤

2 (𝐼𝑑 − 𝑊1𝑊 ⊤
1 )𝑊2) = 𝑁(0, 𝐼𝑝2 − 𝑀⊤𝑀).

因此，有

𝒜𝑊1,𝑊2ℎ(𝑦) = 𝒜𝑀ℎ(𝑦) = 𝔼ℎ(𝑀⊤𝑦 + 𝜉), 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝2 − 𝑀⊤𝑀).

对于 (ii)，注意到

𝒜𝑀1𝑀2ℎ(𝑦) = 𝔼ℎ((𝑀1𝑀2)⊤𝑦 + 𝜉),

𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝 − (𝑀1𝑀2)⊤(𝑀1𝑀2)) = 𝑁(0, 𝐼𝑝 − 𝑀⊤
2 𝑀⊤

1 𝑀1𝑀2).

现在可以取

𝜉 = 𝑀⊤
2 𝜉1 + 𝜉2, 𝜉1 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑚 − 𝑀⊤

1 𝑀1), 𝜉2 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝 − 𝑀⊤
2 𝑀2),

可以验证𝑀⊤
2 𝜉1 + 𝜉2的方差为

𝑀⊤
2 (𝐼𝑚 − 𝑀⊤

1 𝑀1)𝑀2 + 𝐼𝑝 − 𝑀⊤
2 𝑀2 = 𝐼𝑝 − 𝑀⊤

2 𝑀⊤
1 𝑀1𝑀2.

因此有

𝒜𝑀1𝑀2ℎ(𝑦) = 𝔼ℎ((𝑀1𝑀2)⊤𝑦 + 𝜉) = 𝔼ℎ(𝑀⊤
2 𝑀⊤

1 𝑦 + 𝑀⊤
2 𝜉1 + 𝜉2)

= 𝔼ℎ(𝑀⊤
2 (𝑀⊤

1 𝑦 + 𝜉1) + 𝜉2)

= 𝒜𝑀1𝒜𝑀2ℎ(𝑦).

此外，对于𝒜𝑀 的伴随算子：

⟨𝒜𝑀ℎ, 𝑔⟩𝛾𝑝1
= 𝔼ℎ(𝑀𝑇 𝑦 + 𝜉2)𝑔(𝑦), 𝜉2 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝2 − 𝑀⊤𝑀), 𝑦 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝1).

令 𝑧 = 𝑀⊤𝑦 + 𝜉2 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝2)，有

𝜉1 = 𝑦 − 𝑀𝑧 = (𝐼𝑝1 − 𝑀𝑀⊤)𝑦 + 𝑀𝜉2 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝1 − 𝑀𝑀⊤)

与 𝑧独立。因此，

⟨𝒜𝑀ℎ, 𝑔⟩𝛾𝑝1
= 𝔼ℎ(𝑀𝑇 𝑦 + 𝜉2)𝑔(𝑦) = 𝔼ℎ(𝑧)𝑔(𝑀𝑧 + 𝜉1) = ⟨ℎ, 𝒜𝑀⊤𝑔⟩𝛾𝑝2

.

结论 (iii)直接由命题 6.11和𝒜的定义得出。
命题 6.13： 设 𝛴 为对角矩阵，其对角元为 𝝈 = (𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑝)，满足 ‖𝛴‖ ⩽ 1。那么

𝒜𝛴𝐻𝒎 = 𝜎𝒎𝐻𝒎.
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证明 根据𝒜𝛴 的定义，有

𝒜𝛴𝐻𝒎(𝑦) = 𝔼𝜉𝐻𝒎(𝛴𝑦 + 𝜉) =
𝑝

∏
𝑗=1

𝔼𝜉𝑗 𝐻𝑚𝑗 (𝜎𝑗𝑦𝑗 + 𝜉𝑗), 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝 − 𝛴2).

对每个 𝑗 使用引理 6.8即可得出结果。

首先，有

∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔)(𝑥) = ∇𝑥𝑔(𝑊 ⊤𝑥) = 𝑊 (∇𝑢𝑔)(𝑊 ⊤𝑥) = 𝑊 𝑃𝑊 (∇𝑢𝑔).

引理 6.1： 设𝑊 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)，𝑔 ∈ 𝐿2(𝛾𝑝)且 ℎ ∈ 𝐿2(𝛾𝑑)。那么

∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔)(𝑥) = 𝑃𝑊 (𝑊 ∇𝑔), ∇𝑥(𝑃 ⊤
𝑊 ℎ)(𝑥) = 𝑊 ⊤𝑃 ⊤

𝑊 ∇ℎ, （6.61）

∇𝑊 𝑃𝑊 𝑔 = 𝑥𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤, （6.62）

∇𝒮
𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, ℎ⟩𝛾𝑑

= −𝛱𝑇𝑊 𝒮 ∫ ∇ℎ(𝑥)(𝑃𝑊 ∇𝑔)⊤ d𝛾𝑑(𝑥). （6.63）

证明 为了证明 (6.61)，计算：

∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔)(𝑥) = ∇𝑥𝑔(𝑊 ⊤𝑥) = 𝑊 (∇𝑔)(𝑊 ⊤𝑥) = 𝑊 𝑃𝑊 (∇𝑔) = 𝑃𝑊 (𝑊 ∇𝑔).

同时，令 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑 − 𝑊 𝑊 ⊤)，有

∇𝑥(𝑃 ⊤
𝑊 ℎ)(𝑥) = ∇𝑥𝔼ℎ(𝑊 𝑥 + 𝜉) = 𝔼𝑊 ⊤(∇ℎ)(𝑊 𝑥 + 𝜉) = 𝑊 ⊤𝑃 ⊤

𝑊 ∇ℎ.

对于 (6.63)，首先计算欧几里得梯度：

∇𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, ℎ⟩𝛾𝑑
= ∇𝑊 ∫ 𝑔(𝑊 ⊤𝑥)ℎ(𝑥) d𝛾𝑑(𝑥) = ∫ ∇𝑊 𝑔(𝑊 ⊤𝑥)ℎ(𝑥) d𝛾𝑑(𝑥)

= ∫ 𝑥(𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤)ℎ(𝑥) d𝛾𝑑(𝑥).

利用 Stein恒等式，有

∇𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, ℎ⟩𝛾𝑑
= − ∫ ∇𝑥 [(𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤)ℎ(𝑥)] d𝛾𝑑(𝑥)

= − ∫ [ℎ(𝑥)∇𝑥(𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤) + (∇ℎ(𝑥))𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤] d𝛾𝑑(𝑥).

对于第一部分，有

∫ ℎ(𝑥)∇𝑥(𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤) d𝛾𝑑(𝑥) = ∫ ℎ(𝑥)𝑊 𝑃𝑊 (∇2𝑔) d𝛾𝑑(𝑥) = 𝑊 ∫ 𝑃𝑊 (∇2𝑔)ℎ(𝑥) d𝛾𝑑(𝑥).

由于 ∫ 𝑃𝑊 (∇2𝑔)ℎ(𝑥) d𝛾𝑑(𝑥)是一个对称矩阵，其黎曼投影为零：

𝛱𝑇𝑊 𝒮 ∫ ℎ(𝑥)∇𝑥(𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤) d𝛾𝑑(𝑥) = 0.

因此，最终结果中只保留第二部分。
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引理 6.2： 对于满足 ‖𝑀‖ ⩽ 1的𝑀 ∈ ℝ𝑝1×𝑝2 以及 𝑓, 𝑓𝑖 ∈ 𝐿2(𝛾𝑝1), 𝑖 = 1, 2，有

∇𝑥(𝒜𝑀𝑓)(𝑥) = 𝒜𝑀 (𝑀∇𝑓). （6.64）

证明 (6.64)的证明类似于引理 6.1中 (6.61)的证明，在此回忆𝒜𝑀𝑓(𝑥) = 𝔼𝑓(𝑀⊤𝑥+
𝜉)，其中 𝜉 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝2 − 𝑀⊤𝑀)。

6.5.1.3 导数与奇异值分解

给定矩阵流 𝑋(𝑡)，对其进行奇异值分解（SVD）𝑋(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝛴(𝑡)𝑉 (𝑡)⊤，其中

𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑡)为正交矩阵，𝛴(𝑡)为对角矩阵。那么有

𝑋̇ = 𝑈̇𝛴𝑉 ⊤ + 𝑈 ̇𝛴𝑉 ⊤ + 𝑈𝛴 ̇𝑉 ⊤.

由于 𝑈, 𝑉 是正交的，有 𝑈̇ ⊤𝑈 + 𝑈 ⊤𝑈̇ = 0, ̇𝑉 ⊤𝑉 + 𝑉 ⊤ ̇𝑉 = 0。为了展示 𝛴的动力
学，有

̇𝛴 = 𝑈 ⊤𝑋̇𝑉 − (𝑈 ⊤𝑈̇𝛴 + 𝛴 ̇𝑉 ⊤𝑉 ) = Diag(𝑈 ⊤𝑋̇𝑉 ) − Diag (𝑈 ⊤𝑈̇𝛴 + 𝛴 ̇𝑉 ⊤𝑉 ) .

由于 𝑈 ⊤𝑈̇ 和 ̇𝑉 ⊤𝑉 是反对称的且 𝛴 是对角的，有

Diag(𝑈 ⊤𝑈̇𝛴) = Diag(𝛴 ̇𝑉 ⊤𝑉 ) = 0.

因此，

̇𝛴 = Diag(𝑈 ⊤𝑋̇𝑉 ). （6.65）

相应地，对于方向导数，同样有

𝐷𝐻𝛴 = Diag(𝑈 ⊤(𝐷𝐻𝑋)𝑉 ), 𝐷𝐻𝜎𝑗 = 𝑢⊤
𝑗 (𝐷𝐻𝑋)𝑣𝑗 , （6.66）

其中 𝑢𝑗 , 𝑣𝑗 分别是 𝑈, 𝑉 的第 𝑗 列。

6.5.1.4 矩阵微积分

设𝑀 为对称矩阵，𝑓 为一个函数。可以通过谱分解𝑀 = 𝑄𝛬𝑄⊤来定义 𝑓(𝑀)，
即 𝑓(𝑀) = 𝑄𝑓(𝛬)𝑄⊤，其中 𝛬是由𝑀 的特征值构成的对角矩阵，且 𝑓(𝛬)是逐元
素应用的。设𝑋为一般矩阵，同样可以定义 𝑓(𝑋⊤𝑋)，𝑓(𝑋𝑋⊤)。假设𝑋 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤

是 𝑋 的奇异值分解。那么容易看出：
𝑓(𝑋⊤𝑋) = 𝑉 𝑓(𝛴2)𝑉 ⊤, 𝑓 (𝑋𝑋⊤) = 𝑈𝑓(𝛴2)𝑈 ⊤,

𝑋𝑓(𝑋⊤𝑋) = 𝑓(𝑋𝑋⊤)𝑋 = 𝑈𝑓(𝛴2)𝛴𝑉 ⊤,

𝑋⊤𝑓(𝑋𝑋⊤) = 𝑓(𝑋⊤𝑋)𝑋⊤ = 𝑉 𝛴𝑓(𝛴2)𝑈 ⊤.

（6.67）
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6.5.1.5 初始化

以下命题展示了 Stiefel流形上随机初始化的奇异值行为 [116]。该内容改编自

Bietti et al. [104] 中的引理 3.14。

命题 6.14： 设𝑊 ∼ Unif(𝒮(𝑑, 𝑝))且𝑊∗ ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)为固定值。那么对于任意 𝛿 > 0，
存在取决于 𝛿, 𝑝的常数 𝑐1, 𝑐2 > 0，使得

ℙ
{

𝑐1

√𝑑
⩽ 𝜎𝑝 ⩽ 𝜎1 ⩽ 𝑐2

√𝑑 }
⩾ 1 − 𝛿. （6.68）

6.5.1.6 旋转不变函数

考虑旋转不变函数 𝑔 ∈ 𝐿2(𝛾𝑝)，其展开式给定为 𝑔 = ∑𝒎∈ℕ𝑝 𝑔𝒎𝐻𝒎。将给出 𝑔
的梯度的更显式形式。

引理 6.3： 设 𝒢(𝑝)为 𝐿2(𝛾𝑝)中旋转不变函数的子空间。那么有

𝒢(𝑝) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑔 = ∑
𝑟⩾0

ℎ𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓𝐻2𝒓 ∶ ∑
𝑟⩾0

ℎ2
𝑟 < ∞

⎫⎪
⎬
⎪⎭

, （6.69）

其中系数 𝜈𝒓定义为

𝜈𝒓 ≔ 𝐶
− 1

2
𝑟 (

2𝒓
𝒓 )

1/2
= 𝐶

− 1
2

𝑟
√(2𝒓)!

(𝒓)! , 𝐶𝑟 = 4𝑟 (𝑝/2)𝑟
𝑟! , 𝑟 = |𝒓| , （6.70）

并满足∑|𝒓|=𝑟 𝜈2
𝒓 = 1。此处 (𝑎)𝑟 = 𝑎(𝑎 + 1) ⋯ (𝑎 + 𝑟 − 1)表示升阶乘（rising factorial）。

证明 首先，由于 𝑔 是旋转不变的，则 𝑔 在每个变量上必须是偶函数，因此如果
𝒎包含奇数分量，则必有 𝑔𝒎 = 0。剩下的只需考虑 𝒎 = 2𝒓的情形。固定 𝒓并令
𝑟 = |𝒓|。对于任何正交矩阵 𝑄，计算 𝑃𝑄𝑔的 Hermite系数。利用引理 6.7，有

⟨𝑃𝑄𝑔, 𝐻2𝒓⟩𝛾𝑑
=

⟨∑𝒔
𝑔2𝒔𝐻2𝒔, 𝑃 ⊤

𝑄 𝐻2𝒓⟩𝛾𝑑

= ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

𝑔2𝒔 ⟨𝐻2𝒔, 𝑃 ⊤
𝑄 𝐻2𝒓⟩

= ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

𝑔2𝒔√(2𝒔)!(2𝒓)![𝛼2𝒓𝛽2𝒔]e𝛼⊤𝑄⊤𝛽

= √2𝒓![𝛼2𝒓] ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

𝑔2𝒔√(2𝒔)![𝛽2𝒔]e(𝑄𝛼)⊤𝛽

= √2𝒓![𝛼2𝒓] ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

(𝑄𝛼)2𝒔((2𝒔)!)− 1
2 𝑔2𝒔.

一方面，假设 𝑔的形式为 𝑔 = ∑𝑟⩾0 ∑|𝒓|=𝑟 𝜈𝒓ℎ𝑟𝐻2𝒓。记 𝑣 = 𝑄𝛼。代入 𝑔2𝒔的表

177



第 6章 方向参数化模型的自适应特征理论

达式可得：

⟨𝑃𝑄𝑔, 𝐻2𝒓⟩𝛾𝑑
= 𝐶

− 1
2

|𝑟| √(2𝒓)![𝛼2𝒓] ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

1
𝒔!ℎ𝑟𝑣2𝒔

= 𝐶
− 1

2
|𝑟| √(2𝒓)!ℎ𝑟[𝛼2𝒓] ∑

𝒔∶|𝒔|=𝑟

1
𝒔! ∏

𝑖
(𝑣2

𝑖 )𝑠𝑖

= 𝐶
− 1

2
|𝑟| √(2𝒓)!ℎ𝑟[𝛼2𝒓] 1

𝑟!(∑
𝑖

𝑣2
𝑖 )𝑟

= 𝐶
− 1

2
|𝑟| √(2𝒓)!ℎ𝑟[𝛼2𝒓] 1

𝑟! ‖𝑄𝛼‖2𝑟

= 𝐶
− 1

2
|𝑟| √(2𝒓)!ℎ𝑟[𝛼2𝒓] 1

𝑟! ‖𝛼‖2𝑟

= 𝐶
− 1

2
|𝑟|

√(2𝒓)!
(𝒓)! ℎ𝑟,

因此 𝑃𝑄𝑔和 𝑔具有相同的系数，表明 𝑃𝑄𝑔 = 𝑔，故 𝑔 ∈ 𝒢(𝑝)。
另一方面，假设对于所有正交矩阵 𝑄都有 𝑃𝑄𝑔 = 𝑔。定义多项式

𝑝(𝛼) = ∑
|𝒔|=𝑟

𝑔2𝒔
𝛼2𝒔

√(2𝒔)!
,

这是一个次数为 2𝑟的偶次齐次多项式。那么，对于任何正交矩阵 𝑄，有

𝑔2𝒓 = ⟨𝑃𝑄𝑔, 𝐻2𝒓⟩𝛾𝑝
= √(2𝒓)![𝛼2𝒓]𝑝(𝑄𝛼), 对于𝒓 ∈ ℕ𝑝,

这表明 𝑝(𝑄⊤𝛼)的 𝛼2𝒓系数与 𝑝(𝛼)相同。由于集合 {𝛼2𝒔 ∶ |𝒔| = 𝑟}张成了 2𝑟次偶次
齐次多项式空间，该等式意味着 𝑝(𝑄⊤𝛼)对所有 𝑄 ∈ 𝑂(𝑝)均相同。已知次数为 2𝑟
的此类旋转不变多项式是 ‖𝛼‖2𝑟的倍数。因此，利用多项式定理，得到

𝑝(𝛼) = 𝑐𝑟 ‖𝛼‖2𝑟 = 𝑐𝑟 ∑
|𝒔|=𝑟

𝑟!
𝒔!𝛼2𝒔.

通过对比系数可得

𝑔2𝒔
1

√(2𝒔)!
= 𝑐𝑟

𝑟!
𝒔! ⟹ 𝑔2𝒔 = 𝑐𝑟𝑟!√(2𝒔)!

𝒔! .

因此，𝑔必然具有 (6.69)中的形式。

最后，归一化常数 𝐶𝑟是由命题 6.15在 𝝀 = 𝟏时计算得出的。
命题 6.15： 设 𝑝, 𝑟 ∈ ℕ且 𝝀 ∈ ℝ𝑝

+。那么

𝑓(𝝀) = ∑
|𝒓|=𝑟 (

2𝒓
𝒓 )𝝀𝒓 = [𝑧𝑟]

𝑝

∏
𝑗=1

(1 − 4𝜆𝑗𝑧)− 1
2 . （6.71）
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特别地，若 𝝀 = 𝟏，有

𝑓(𝟏) = [𝑧𝑟](1 − 4𝑧)−𝑝/2 = 4𝑟 (𝑝/2)𝑟
𝑟! .

证明 回顾恒等式

(1 − 4𝛼)−1/2 =
∞

∑
𝑛=0 (

2𝑛
𝑛 )𝛼𝑛.

令 𝛼 = 𝜆𝑗𝑧𝑗，有

𝑝

∏
𝑗=1

(1 − 4𝜆𝑗𝑧)−1/2 =
𝑝

∏
𝑗=1

∞

∑
𝑟𝑗=0 (

2𝑟𝑗
𝑟𝑗 )𝜆𝑟𝑗

𝑗 𝑧𝑟𝑗

= ∑𝑛1,⋯,𝑛𝑝

𝑝

∏
𝑗=1 (

2𝑟𝑗
𝑟𝑗 )𝜆𝑟𝑗

𝑗 𝑧𝑟𝑗

= ∑𝒓

(2𝒓)!
(𝒓!)2 𝜆𝒓𝑧|𝒓|

= ∑
𝑟⩾0

⎡⎢⎢⎣
∑
|𝒓|=𝑟

(2𝒓)!
(𝒓!)2 𝜆𝒓⎤⎥⎥⎦

𝑧𝑟.

通过对比系数即可证明该命题。

设 𝛲 ∈ ℝ𝑝×𝑝 满足 ‖𝛲 ‖ ⩽ 1。设 𝛲 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤ 为其 SVD，𝜎 为 𝛴 的对角线。利
用命题 6.15，可以引入函数

𝜙𝑟(𝛲 ) ≔ ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 = 𝐶−1

𝑟 [𝑧𝑟] det(𝐼 − 4𝛲 𝑇 𝛲 𝑧)− 1
2 , 𝐶𝑟 = 4𝑟 (𝑝/2)𝑟

𝑟! , （6.72）

其中定义 𝜙0 = 1。该函数定义良好，且仅取决于 𝛲 的奇异值。为了说明这一点，利
用命题 6.15得到

∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 = 𝐶−1

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟 (

2𝒓
𝒓 )𝜎2𝒓

= 𝐶−1
𝑟 [𝑧𝑟]

𝑝

∏
𝑗=1

(1 − 4𝜎2
𝑗 𝑧)− 1

2 = [𝑧𝑟] det(𝐼 − 4𝛴2𝑧)− 1
2

= 𝐶−1
𝑟 [𝑧𝑟] det(𝐼 − 4𝛲 𝑇 𝛲 𝑧)− 1

2 .

此外，注意 𝜙1 = 1
𝑝 ∑𝑝

𝑗=1 𝜎2
𝑗。

推论 6.3： 考虑旋转不变函数空间上的损失 𝐿(𝑔)。设 𝑔 = ∑𝒎 𝑔𝒎𝐻𝒎。记 ∇𝑔𝒎 为关

于系数 𝑔𝒎的经典梯度，∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎 为关于 𝒢(𝑝)的梯度。那么，有

∇𝒢(𝑝)
𝑔2𝒓 𝐿(𝑔) = 𝜈𝒓∇ℎ𝑟𝐿(𝑔), ∇ℎ𝑟𝐿(𝑔) = ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈𝒓∇𝑔2𝒓𝐿(𝑔), 𝑟 = |𝒓| . （6.73）
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系数还具有以下性质。

命题 6.16： 设系数 𝜈𝒓如引理 6.3中所定义。那么，有

∑
|𝒓|=𝑟

𝑟𝑘𝜈2
𝒓 = 𝑟

𝑝, ∀𝑘 = 1, ⋯ , 𝑝. （6.74）

此外，定义

𝐴𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑|𝒓|=𝑟 𝜈2
𝒓 (2𝑟𝑖)(2𝑟𝑗)𝜈2

𝒓 , 𝑖 ≠ 𝑗

∑|𝒓|=𝑟 𝜈2
𝒓 (2𝑟𝑖)(2𝑟𝑖 − 1)𝜈2

𝒓 , 𝑖 = 𝑗

有
𝑝

∑
𝑖=1

𝐴𝑘𝑖 = 2𝑟(2𝑟 − 1)
𝑝 , ∀𝑘 = 1, ⋯ , 𝑝. （6.75）

证明 令 𝐴𝑗 = ∑|𝒓|=𝑟 𝑟𝑗𝜈2
𝒓。由对称性可知 𝐴1 = ⋯ = 𝐴𝑝，因此

𝐴𝑗 = 1
𝑝

𝑝

∑
𝑗=1

𝐴𝑗 = 1
𝑝 ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓 (𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑝) = 1
𝑝 ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓 𝑟 = 𝑟
𝑝 ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓 = 𝑟
𝑝.

对于关于 𝐴𝑖𝑗 的陈述，有

𝑝

∑
𝑖=1

𝐴𝑘𝑖 = ∑
|𝒓|=𝑟

(2𝑟𝑘)
(

𝑝

∑
𝑖=1

(2𝑟𝑖) − 1
)

𝜈2
𝒓

=
𝑝

∑
𝑖=1

𝐴𝑘𝑖 = ∑
|𝒓|=𝑟

(2𝑟𝑘) (2𝑟 − 1) 𝜈2
𝒓 = (2𝑟 − 1) ∑

|𝒓|=𝑟
2𝑟𝑘𝜈2

𝒓

= 2𝑟(2𝑟 − 1)
𝑝 .

命题 6.17： 设 𝑔 ∈ 𝒢(𝑝)为旋转不变函数。那么对于任何正交矩阵 𝑄，有

∇𝑔 = 𝑄𝑃𝑄∇𝑔 = 𝑃𝑄𝑄∇𝑔, ∇2𝑔 = 𝑄(𝑃𝑄∇2𝑔)𝑄⊤.

证明 由于 𝑔是旋转不变的，有

∇𝑥𝑔(𝑥) = ∇𝑥(𝑃𝑄𝑔)(𝑥) = 𝑃𝑄(𝑄∇𝑔) = 𝑄𝑃𝑄(∇𝑔).

取二阶导数：

∇2
𝑥𝑔(𝑥) = ∇⊤

𝑥 [𝑄𝑃𝑄(∇𝑔)] = 𝑄∇⊤
𝑥 (𝑃𝑄(∇𝑔)) = 𝑄(𝑃𝑄∇2𝑔)𝑄⊤.

推论 6.4： 设 𝐻̄𝑟 = ∑|𝒓|=𝑟 𝜈𝒓𝐻2𝒓为𝐻𝑟在 𝒢(𝑝)上的投影。那么有

∫ ∇𝐻̄𝑟(∇𝐻̄𝑟)⊤ d𝛾𝑝 = 2𝑟
𝑝 𝐼𝑝.
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∫(∇2𝐻̄𝑟)2 d𝛾𝑝 = 𝑐𝑟𝐼𝑝, 𝑐𝑟 = 2𝑟(2𝑟 − 1)
𝑝 ⩽ 4𝑟2.

证明 利用命题 6.17，有

𝐴 = ∫ ∇𝐻̄𝑟(∇𝐻̄𝑟)⊤ d𝛾𝑝 = ∫ 𝑄(𝑃𝑄∇𝐻̄𝑟)(𝑃𝑄∇𝐻̄𝑟)⊤𝑄⊤ d𝛾𝑝

= 𝑄 ∫(𝑃𝑄∇𝐻̄𝑟)(𝑃𝑄∇𝐻̄𝑟)⊤ d𝛾𝑝𝑄⊤ = 𝑄 ∫ ∇𝐻̄𝑟(∇𝐻̄𝑟)⊤ d𝛾𝑝𝑄⊤

= 𝑄𝐴𝑄⊤,

因此 𝐴是单位矩阵的标量倍。
利用 Hermite多项式的导数，进一步计算：

∇𝑥1𝐻̄𝑟 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓√2𝑟1𝐻2𝒓−2𝑒1 ,

因此

𝐴11 = ∫(∇𝑥1𝐻̄𝑟)2 d𝛾𝑝 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 2𝑟1 = 2𝑟

𝑝 .

6.5.2 特征误差度量

回顾子空间

𝐿2
𝛷𝑊

= span{𝐻𝒎(𝑊 ⊤𝑥), 𝒎 ∈ ℕ𝑝} = {𝑓 = 𝑔(𝑊 ⊤𝑥), 𝑔 ∈ 𝐿2(𝛾𝑝)} .

由于 𝑃 ⊤
𝑊 是到 𝐿2

𝛷𝑊
的投影，𝑓 ∗在 𝐿2

𝛷𝑊
上的正交投影给定为

𝑓 ∗
𝑊 ≔ (𝑃𝑊 𝑃 ⊤

𝑊 )𝑓 ∗ = 𝑃𝑊 𝑃 ⊤
𝑊 𝑃𝑊∗𝑔∗ = 𝑃𝑊 𝒜𝛲 𝑔∗

= 𝑃𝑊 𝒜𝑈 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤𝑔∗ = 𝑃𝑊 𝑃𝑈 𝒜𝛴𝑔∗,

此处使用了奇异值分解 𝛲 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤、命题 6.12以及 𝑔∗的旋转不变性。因此，利用

命题 6.13，有

‖𝑓 ∗
𝑊 ‖

2
𝛾𝑑

= ‖𝑃𝑊 𝑃𝑈 𝒜𝛴𝑔∗‖
2
𝛾𝑑

= ‖𝒜𝛴𝑔∗‖
2
𝛾𝑝

= ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝜎2𝒎(𝑔∗
𝒎)2.

那么投影误差为

ℰProj(𝛷𝑊 , 𝑓 ∗) = ‖𝑓 ∗ − 𝑓 ∗
𝑊 ‖

2
𝛾𝑑

= ‖𝑓 ∗‖
2
𝛾𝑑

− ‖𝑓 ∗
𝑊 ‖

2
𝛾𝑑

= ‖𝑔∗‖
2
𝛾𝑝

− ‖𝑓 ∗
𝑊 ‖

2
𝛾𝑑

= ∑
𝒎∈ℕ𝑝

(1 − 𝜎2𝒎)(𝑔∗
𝒎)2.
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为了计算统计误差，回顾其定义，引入

𝑔∗
𝑊 ,𝒎 ≔ ⟨𝑓 ∗, 𝐻𝒎(𝑊 ⊤𝑥)⟩𝛾𝑑

= ⟨𝑓 ∗, 𝑃𝑊 𝐻𝒎⟩𝛾𝑑
= ⟨𝑔∗

𝑊 , 𝐻𝒎⟩𝛾𝑝
,

其中

𝑔∗
𝑊 ≔ 𝑃 ⊤

𝑊 𝑓 ∗ = 𝑃 ⊤
𝑊 𝑃𝑊∗𝑔∗ = 𝒜𝛲 𝑔∗ = 𝒜𝑈 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤𝑔∗ = 𝑃𝑈 𝒜𝛴𝑔∗.

由于 𝜆𝒎 = 𝜇|𝒎|，有

ℰB = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝟏 {𝜆𝒎 < 𝛿} (𝑔∗
𝑊 ,𝒎)2 = ∑

𝑟⩾0
𝟏 {𝜇𝑟 < 𝛿} ∑

|𝒎|=𝑟
(𝑔∗

𝑊 ,𝒎)2.

此外，考虑子空间ℋ𝑟 = span{𝐻𝒎, |𝒎| = 𝑟}，并令 𝑃ℋ𝑟 为到ℋ𝑟的正交投影。由于

根据推论 6.6，ℋ𝑟和 ℋ⟂
𝑟 在 𝑃𝑈 下都是不变的，有

∑
|𝒎|=𝑟

(𝑔∗
𝑊 ,𝒎)2 = ‖𝑃ℋ𝑟𝑔

∗
𝑊 ‖

2

𝛾𝑝
= ‖𝑃ℋ𝑟𝑃𝑈 𝒜𝛴𝑔∗

‖
2

𝛾𝑝
= ‖𝑃𝑈 𝑃ℋ𝑟𝒜𝛴𝑔∗

‖
2

𝛾𝑝

= ‖𝑃ℋ𝑟𝒜𝛴𝑔∗
‖

2

𝛾𝑝
= ∑

|𝒎|=𝑟
𝜎2𝒎(𝑔∗

𝒎)2.

因此，

ℰB = ∑
𝑟⩾0

𝟏 {𝜇𝑟 < 𝛿} ∑
|𝒎|=𝑟

𝜎2𝒎(𝑔∗
𝒎)2.

另一方面，

ℰV = # {𝒎 ∈ ℕ𝑝 ∶ 𝜆𝒎 ⩾ 𝛿} 𝜖2 = 𝜖2
∑
𝑟⩾0

𝟏 {𝜇𝑟 ⩾ 𝛿} ∑
|𝒎|=𝑟

1

= 𝜖2
∑
𝑟⩾0

𝟏 {𝜇𝑟 ⩾ 𝛿} (
𝑝 + 𝑟 − 1

𝑟 ).

合并这两项就得到以下命题。

命题 6.18： 在假设 6.3下，有

ℰProj(𝛷𝑊 , 𝑓 ∗) = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

(1 − 𝜎2𝒎)(𝑔∗
𝒎)2, （6.76）

ℰB = ∑
𝑟⩾0

𝟏 {𝜇𝑟 < 𝛿} ∑
|𝒎|=𝑟

𝜎2𝒎(𝑔∗
𝒎)2, ℰV = 𝜖2

∑
𝑟⩾0

𝟏 {𝜇𝑟 ⩾ 𝛿} (
𝑝 + 𝑟 − 1

𝑟 ).（6.77）

命题 6.19： 在假设 6.5下，有

ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑊 , 𝑓 ∗)−ℰ(𝛿, 𝜖2; 𝛷𝑊∗ , 𝑓 ∗) = ℰProj(𝛷𝑊 , 𝑓 ∗) ≲

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 − 𝜌, 𝛼 > 1,

(1 − 𝜌) log(1 − 𝜌)−1, 𝛼 = 1,

(1 − 𝜌)𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1).
（6.78）
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其中 𝜌 = min𝑗 𝜎2
𝑗。

证明 该证明类似于命题 6.1，但现在处理的是多指标模型的情况。根据 (6.76)，取

𝐿 = 𝑐(1 − 𝜌)−1，有

ℰProj(𝛷𝑊 , 𝑓 ∗) = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

(1 − 𝜎2𝒎)(𝑔∗
𝒎)2 ⩽ ∑

𝒎∈ℕ𝑝
(1 − 𝜌|𝒎|)(𝑔∗

𝒎)2 ⩽ ∑
𝒎∈ℕ𝑝

min(1, |𝒎| (1 − 𝜌))(𝑔∗
𝒎)2

= ∑
|𝒎|⩽𝐿

2 |𝒎| (1 − 𝜌)(𝑔∗
𝒎)2 + ∑

|𝒎|>𝐿
(𝑔∗

𝒎)2

= 𝐼1 + 𝐼2.

将使用以下事实：

# {𝒎 ∈ ℕ𝑝 ∶ |𝒎| = 𝑟} = (
𝑝 + 𝑟 − 1

𝑟 ) ≲ 𝑟𝑝−1.

另外，回顾 |𝑔∗
𝒎| ≲ |𝒎|− 𝛼+𝑝

2 。

第一项的界为：

𝐼1 ≲ 2(1 − 𝜌) ∑
|𝒎|⩽𝐿

|𝒎|−(𝛼+𝑝−1) = 2(1 − 𝜌) ∑
𝑟⩽𝐿

∑
|𝒎|=𝑟

|𝒎|−(𝛼+𝑝−1)

≲ 2(1 − 𝜌) ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟𝑝−1𝑟−(𝛼+𝑝−1) = 2(1 − 𝜌) ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟−𝛼.

因此，

𝐼1 ≲

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 − 𝜌, 𝛼 > 1,

(1 − 𝜌) log(1 − 𝜌)−1, 𝛼 = 1,

(1 − 𝜌)𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1).

对于第二项，类似地有

𝐼2 ≲ ∑
|𝒎|>𝐿

|𝒎|−(𝛼+𝑝) ≲ ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝑝−1𝑟−(𝛼+𝑝) = ∑
𝑟>𝐿

𝑟−(𝛼+1) ≲ 𝐿−𝛼.

合并这些界限，命题得证。

6.5.3 总体动力学

本节引入多指标模型的总体动力学。令 ℒ = 1
2 ‖𝑓 − 𝑓 ∗‖

2
𝐿2(𝛾𝑑 ) 表示总体损失

（population loss）。遵循 (6.17)，考虑如下动力学方程：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝜷(𝑡) = −∇𝒢(𝑝)
𝜷 ℒ, 𝜷(0) = 𝟎,

𝑊̇ (𝑡) = −∇St(𝑑,𝑝)
𝑊 ℒ, 𝑊 (0) ∼ Unif(St(𝑑, 𝑝)).

（6.79）
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6.5.3.1 梯度流的计算

利用辅助算子并注意到 𝑓 = 𝑃𝑊 𝑔且 𝑓 ∗ = 𝑃𝑊∗𝑔∗，可以将总体损失写作：

ℒ = 1
2 ‖𝑓 − 𝑓 ∗‖

2
𝐿2(𝛾𝑑 ) = 1

2 ‖𝑓‖2
𝐿2(𝛾𝑑 ) + 1

2 ‖𝑓 ∗‖
2
𝐿2(𝛾𝑑 ) − ⟨𝑓 , 𝑓 ∗⟩𝐿2(𝛾𝑑 )

= 1
2 ‖𝑔‖2

𝛾𝑝 + 1
2 ‖𝑔∗‖

2
𝛾𝑝∗ − ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝑃𝑊∗𝑔∗

⟩𝛾𝑑
= 1

2 ‖𝑔‖2
𝛾𝑝 + 1

2 ‖𝑔∗‖
2
𝛾𝑝∗ − ⟨𝑔, 𝒜𝑊 ⊤𝑊∗𝑔∗

⟩𝛾𝑝
,

其中利用了 𝑃𝑊 是等距算子的性质。此外，根据命题 6.12以及 𝑔和 𝑔∗的旋转不变

性，有：

⟨𝑔, 𝒜𝑊 ⊤𝑊∗𝑔∗
⟩𝛾𝑝

= ⟨𝑔, 𝒜𝛲 𝑔∗⟩𝛾𝑝
= ⟨𝑔, 𝒜𝑈 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤𝑔∗⟩𝛾𝑝

= ⟨𝒜𝑈⊤𝑔, 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤𝑔∗⟩𝛾𝑝
= ⟨𝑃𝑈⊤𝑔, 𝒜𝛴𝑃𝑉 ⊤𝑔∗⟩𝛾𝑝

= ⟨𝑔, 𝒜𝛴𝑔∗⟩𝛾𝑝
.

因此得到：

ℒ = 1
2 ‖𝑔‖2

𝛾𝑝 + 1
2 ‖𝑔∗‖

2
𝛾𝑝∗ − ⟨𝑔, 𝒜𝛴𝑔∗⟩𝛾𝑝

. （6.80）

ℎ𝑟的动力学 利用 (6.80)，有：

∇𝑔𝒎ℒ = ∇𝑔𝒎
1
2 ‖𝑔‖2

𝛾𝑝 − ∇𝑔𝒎 ⟨𝑔, 𝒜𝛴𝑔∗⟩𝛾𝑝
= 𝑔𝒎 − (𝒜𝛴𝑔∗)𝒎 ,

根据推论 6.3，对于 𝒎 = 2𝒓, |𝒓| = 𝑟，有：

∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎 ℒ = 𝜈𝒓𝐺𝑟, 𝐺𝑟 = ∑

𝒔∶|𝒔|=𝑟
𝜈𝒔 [𝑔2𝒔 − (𝒜𝛴𝑔∗)2𝒔] = ∑

𝒔∶|𝒔|=𝑟
𝜈𝒔 [𝑔2𝒔 − (𝒜𝛴𝑔∗)2𝒔] .

因此有：

̇𝛽𝒎 = −∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎 ℒ ⋅ ∂𝑔𝒎

∂𝛽𝒎
= −𝜆

1
2
𝒎𝜈𝒓𝐺𝑟,

从而有：

̇𝑔𝒎 = 𝜆
1
2
𝒎 ̇𝛽𝒎 = −𝜆𝒎𝜈𝒓𝐺𝑟, ℎ̇𝑟 = −𝜇2𝑟𝐺𝑟,

此处回顾 𝜆𝒎 = 𝜇|𝒎| = 𝜇2𝑟。进一步计算 𝐺𝑟，由命题 6.13可得：

(𝒜𝛴𝑔∗)2𝒔 = 𝜎2𝒔𝑔∗
2𝒔 = 𝜎2𝒔𝜈𝒔ℎ∗

𝑟 .

因此：

𝐺𝑟 = ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

𝜈𝒔 [𝜈𝒔ℎ𝑟 − 𝜎2𝒔𝜈𝒔ℎ∗
𝑟 ] = ∑

𝒔∶|𝒔|=𝑟
𝜈2

𝒔 ℎ𝑟 − ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

𝜈2
𝒔 𝜎2𝒔ℎ∗

𝑟

= ℎ𝑟 − ∑
𝒔∶|𝒔|=𝑟

𝜈2
𝒔 𝜎2𝒔ℎ∗

𝑟 .
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引入辅助量：

𝜙𝑟 ≔ ∑
𝒓∶|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓. （6.81）

最终有：

ℎ̇𝑟 = 𝜇2𝑟 [𝜙𝑟ℎ∗
𝑟 − ℎ𝑟] .

𝑊 的动力学 回顾 ℒ = 1
2 ‖𝑔‖2

𝛾𝑝 + 1
2 ‖𝑔∗‖

2
𝛾𝑝∗ − ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝑓 ∗⟩𝛾𝑑

。利用引理 6.1，有：

𝑊̇ = −∇𝒮
𝑊 ℒ = ∇𝒮

𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝑓 ∗⟩𝛾𝑑
= 𝛱𝑇𝑊 𝒮 ∫(∇𝑓 ∗)(𝑥)(𝑃𝑊 ∇𝑔)⊤ d𝛾𝑑(𝑥)

= 𝛱𝑇𝑊 𝒮 ∫ 𝑊∗(𝑃𝑊∗(∇𝑔∗))(𝑃𝑊 ∇𝑔)⊤ d𝛾𝑑(𝑥)

= 𝛱𝑇𝑊 𝒮𝑊∗𝐵⊤,

其中

𝐵 = ∫ 𝑃𝑊∗(𝑃𝑊 ∇𝑔)(𝑃𝑊∗(∇𝑔∗))⊤ d𝛾𝑑(𝑥).

因此：

̇𝛲 = 𝑊̇ ⊤𝑊∗ = (𝛱𝑇𝑊 𝒮𝑊∗𝐵⊤)⊤𝑊∗ = [𝑊∗𝐵⊤ − 𝑊 Sym(𝑊 ⊤𝑊∗𝐵⊤)]
⊤ 𝑊∗

= 𝐵 − Sym(𝛲 𝐵⊤)𝛲 .

𝛴 的动力学 为了计算 𝛴 的动力学，利用 (6.65)得到：

̇𝛴 = Diag(𝑈 ⊤ ̇𝛲 𝑉 ) = Diag(𝑈 ⊤(𝐵 − Sym(𝛲 𝐵⊤)𝛲 )𝑉 )

= Diag(𝑈 ⊤𝐵𝑉 ) − Diag(𝑈 ⊤ Sym(𝛲 𝐵⊤)𝛲 𝑉 )

= Diag(𝑈 ⊤𝐵𝑉 ) − 1
2 Diag(𝑈 ⊤𝑈𝛴𝑉 ⊤𝐵⊤𝑈𝛴𝑉 ⊤𝑉 ) − 1

2 Diag(𝑈 ⊤𝐵𝛲 ⊤𝛲 𝑉 )

= Diag(𝑈 ⊤𝐵𝑉 ) − 1
2 Diag(𝛴𝑉 ⊤𝐵⊤𝑈𝛴) − 1

2 Diag(𝑈 ⊤𝐵𝑉 𝛴2).

定义 ̃𝐵 = 𝑈 ⊤𝐵𝑉 ∈ ℝ𝑝×𝑝。则：

̇𝛴 = Diag( ̃𝐵) − 1
2 Diag(𝛴 ̃𝐵⊤𝛴) − 1

2 Diag( ̃𝐵𝛴2)

= Diag( ̃𝐵) − 1
2𝛴 Diag( ̃𝐵⊤)𝛴 − 1

2𝛴2 Diag( ̃𝐵)

= Diag( ̃𝐵) − 𝛴2 Diag( ̃𝐵)

= (𝐼𝑝 − 𝛴2)Diag( ̃𝐵).

接下来计算 Diag( ̃𝐵)。利用 SVD和命题 6.12，可将 𝐵写作：

𝐵 = ⟨𝑃𝑊 ∇𝑔, 𝑃𝑊∗∇𝑔∗
⟩𝛾𝑑

= ⟨∇𝑔, 𝑃 ⊤
𝑊 𝑃𝑊∗(∇𝑔∗)⊤

⟩𝛾𝑝
= ⟨∇𝑔, 𝒜𝛲 (∇𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝
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= ⟨∇𝑔, 𝒜𝑈 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤(∇𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝

= ⟨𝒜𝑈⊤∇𝑔, 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤(∇𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝
.

由此得：

̃𝐵 = 𝑈 ⊤𝐵𝑉 = 𝑈 ⊤ ⟨𝒜𝑈⊤∇𝑔, 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤(∇𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝
𝑉 = ⟨𝑈 ⊤𝒜𝑈⊤∇𝑔, 𝒜𝛴𝒜𝑉 ⊤(𝑉 ⊤∇𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝

(𝑎)= ⟨∇(𝒜𝑈⊤𝑔), 𝒜𝛴∇(𝒜𝑉 ⊤𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝

(𝑏)= ⟨∇(𝑃𝑈⊤𝑔), 𝒜𝛴(∇(𝑃𝑉 ⊤𝑔∗))⊤⟩𝛾𝑝

(𝑐)= ⟨∇𝑔, 𝒜𝛴(∇𝑔∗)⊤⟩𝛾𝑝
,

其中：步骤 (a)利用了引理 6.2中的 (6.64)；步骤 (b)利用了命题 6.12；步骤 (c)利

用了 𝑔和 𝑔∗的旋转不变性。最后，有：

̃𝐵𝑖𝑖 = ⟨∇𝑥𝑖𝑔, 𝒜𝛴∇𝑥𝑖𝑔
∗
⟩𝛾𝑝

= ⟨∑ √𝑚𝑖 + 1𝑔𝒎+𝑒𝑖𝐻𝒎, 𝒜𝛴 ∑ √𝑛𝑖 + 1𝑔∗
𝒏+𝑒𝑖

𝐻𝒏⟩𝛾𝑝

= ∑ √(𝑛𝑖 + 1)(𝑚𝑖 + 1)𝑔𝒎+𝑒𝑖𝑔
∗
𝒏+𝑒𝑖

⟨𝐻𝒎, 𝒜𝛴𝐻𝒏⟩𝛾𝑝

= ∑ √(𝑛𝑖 + 1)(𝑚𝑖 + 1)𝑔𝒎+𝑒𝑖𝑔
∗
𝒏+𝑒𝑖

⟨𝐻𝒎, 𝜎𝒏𝐻𝒏⟩𝛾𝑝

= ∑𝒎
(𝑚𝑖 + 1)𝜎𝒎𝑔𝒎+𝑒𝑖𝑔

∗
𝒎+𝑒𝑖

= ∑𝒎
𝑚𝑖𝜎𝒎−𝑒𝑖𝑔𝒎𝑔∗

𝒎

= ∑
𝑟⩾1

ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ∑

|𝒓|=𝑟
2𝑟𝑖𝜎2𝒓−𝑒𝑖𝜈2

𝒓 ,

从而得到：

𝜎̇𝑖 = (1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

2𝑟𝑖𝜎2𝒓−𝑒𝑖𝜈2
𝒓 ,

以及：

d
d𝑡𝜎2

𝑖 = 2𝜎𝑖𝜎̇𝑖 = 4(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓.

𝜙𝑟和 𝜔的动力学 对于 𝜙𝑟，有：

d
d𝑡𝜙𝑟 = ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓
d
d𝑡𝜎2𝒓 = ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓

𝑝

∑
𝑖=1

𝜎2(𝒓−𝑒𝑖)2𝑟𝑖
d
d𝑡𝜎2

𝑖 .

对于 𝜔，回顾定义：

𝜔 ≔ − 1
𝐾 log(

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 ).
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利用命题 6.32得到：

𝜔̇ =
𝑝

∑
𝑖=1

∂𝜔
∂𝜎2

𝑖

d
d𝑡𝜎2

𝑖 =
𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖

∑𝑝
𝑗=1 e

−𝐾𝜎2
𝑗

⋅ (1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓.

汇总以上结果，有以下命题：

命题 6.20： 考虑总体动力学 (6.79)。其演化遵循以下动力学方程：

ℎ̇𝑟 = 𝜇2𝑟 (𝜙𝑟ℎ∗
𝑟 − ℎ𝑟)

𝑊̇ = 𝛱𝑇𝑊 𝒮𝑊∗𝐵⊤, 𝐵 = ⟨𝑃𝑊 ∇𝑔, (𝑃𝑊∗∇𝑔∗)⊤
⟩𝛾𝑑

∈ ℝ𝑝×𝑝

̇𝛲 = 𝐵 − Sym(𝛲 𝐵⊤)𝛲
d
d𝑡𝜎2

𝑖 = 4(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

𝑟𝑖𝜎2𝒓𝜈2
𝒓

̇𝜙𝑟 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓

𝑝

∑
𝑖=1

𝜎2(𝒓−𝑒𝑖)2𝑟𝑖
d
d𝑡𝜎2

𝑖 , ̇𝜙1 = 1
𝑝

𝑝

∑
𝑖=1

d
d𝑡𝜎2

𝑖

𝜔̇ = 4
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 d
d𝑡𝜎2

𝑖 .

（6.82）

6.5.3.2 动力学分析

命题 6.21： 考虑总体动力学 (6.79)。假设 𝜌(0) ≠ 0。那么，对于所有的 𝑟 ⩾ 0和
𝑡 ⩾ 0，有：

ℎ∗
𝑟 ℎ𝑟(𝑡) ⩾ 0, ̇𝜙𝑟(𝑡) ⩾ 0, 𝜔̇ ⩾ 0.

此外，有如下界限：

𝜔̇ ⩾ 𝐶(1 − 𝜙1) ∑
𝑟⩾1

𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗
𝑟

̇𝜙1 ⩾ 𝐶(1 − 𝜙1) ∑
𝑟⩾1

𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗
𝑟

ℎ̇𝑟 ⩾ 𝜇2𝑟 (𝜔𝑟ℎ∗
𝑟 − ℎ𝑟) , （假设 ℎ∗

𝑟 > 0）.

（6.83）

证明 不失一般性地，可以假设ℎ∗
𝑟 为正。为了证明第一个陈述，观察到如果𝜙𝑟(𝑡) ⩾ 0，

则 ℎ𝑟将是非负的。随后，𝜙𝑟的动力学表明 ̇𝜙𝑟 ⩾ 0，这反过来保证了 ℎ𝑟的非负性。

可以通过常微分方程理论中的标准反证法进行严格证明。

对于第二个陈述，首先有：

d
d𝑡𝜎2

𝑖 = 4(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 ⩾ 4(1 − 𝜎2

𝑖 ) ∑
𝑟⩾1

ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ∑

|𝒓|=𝑟
𝑟𝑖𝜈2

𝒓 𝜔|𝒓|
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(𝑎)= 4(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 𝜔𝑟 𝑟
𝑝 = 4

𝑝(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗

𝑟

≕ (1 − 𝜎2
𝑖 )𝐴, 𝐴 = 4

𝑝 ∑
𝑟⩾1

𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ,

其中在步骤 (a)中应用了 (6.74)。将其代入 𝜙𝑟的动力学方程中，有：

̇𝜙𝑟 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓

𝑝

∑
𝑖=1

𝜎2(𝒓−𝑒𝑖)2𝑟𝑖
d
d𝑡𝜎2

𝑖 ⩾ ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓

𝑝

∑
𝑖=1

𝜔|𝒓|−12𝑟𝑖(1 − 𝜎2
𝑖 )𝐴

= 𝐴𝜔𝑟−1
𝑝

∑
𝑖=1

(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓 2𝑟𝑖 = 𝐴𝜔𝑟−1
𝑝

∑
𝑖=1

(1 − 𝜎2
𝑖 )2𝑟

𝑝

= 2𝑟𝐴(1 − 𝜙1)𝜔𝑟−1.

特别地，有：

̇𝜙1 ⩾ 𝐶(1 − 𝜙1) ∑
𝑟⩾1

𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 .

对于 𝜔̇，有：

𝜔̇ = 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 d
d𝑡𝜎2

𝑖 ⩾ 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 (1 − 𝜎2

𝑖 )𝐴

⩾ (1 − 𝜙1)𝐴,

其中在最后一个不等式中应用了命题 6.33。

命题 6.22： 考虑总体动力学 (6.79)。令假设 6.4 成立且 𝑟0 = 𝑚0/2。假设 𝜌0 =
min1⩽𝑗⩽𝑝 𝜎𝑗(0) ≠ 0。那么，通过取 𝐾 ⩾ 2𝜌−2

0 log 𝑝，有对于所有的 𝑡 ⩾ 𝑇 app：

min
1⩽𝑗⩽𝑝 |𝜎𝑗(𝑡)| ⩾ 1

2, |ℎ𝑟0(𝑡)| ⩾ 2−(𝑚0+1)
|ℎ

∗
𝑟0| , （6.84）

其中

𝑇 app ≲ log 𝜌−1
0 + 𝜌−2(𝑚0−1)

0 . （6.85）

证明 可以专注于满足𝜙1(𝑡) ⩽ 1− 1
2𝑝的 𝑡：如果𝜙1(𝑡) ⩾ 1− 1

2𝑝，由于 𝑝𝜙1(𝑡) ⩽ 𝑝−1+𝜎2
𝑗，

已有 𝜎2
𝑗 ⩾ 1/2。利用命题 6.32中关于 𝜔的性质，只要取 𝐾 ⩾ 2𝜌−2

0 log 𝑝，就有：

𝜔(0) ⩾ 𝜌2
0 − 1

𝐾 log 𝑝 ⩾ 1
2𝜌2

0.

现在，可以利用 𝜔̇的动力学得到：

𝜔̇ ⩾ 𝑐𝑝−2
∑
𝑟⩾1

𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ⩾ 𝑐𝜔𝑟0ℎ𝑟0ℎ∗

𝑟0 ,
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同时有：

ℎ̇𝑟0 ⩾ 𝑐 (𝜔𝑟0ℎ∗
𝑟0 − ℎ𝑟0) .

因此，可以遵循与命题 6.4相同的分析思路。定义：

𝑇 𝜌
0 = 0, 𝑇 𝑔

𝑘 = inf{𝑡 ⩾ 𝑇 𝜌
𝑘 ∶ ℎ𝑟0(𝑡) ⩾ 1

2𝜌2𝑟0
𝑘 ℎ∗

𝑟0} , 𝑇 𝜌
𝑘 = inf{𝑡 ⩾ 𝑇 𝑔

𝑘−1 ∶ 𝜔(𝑡) ⩾ 𝜌2
𝑘} ,

（6.86）

其中 𝜌𝑘 = 2𝑘𝜌0且 𝑘 ⩽ 𝐿，𝐿 ≔ 1 + ⌈log2 𝜌−1
0 ⌉。当 𝑡 ∈ [𝑇 𝜌

𝑘 , 𝑇 𝑔
𝑘 ]时，有：

ℎ̇𝑟0 ⩾ 1
2𝑐𝜌2𝑟0

𝑘 ℎ∗
𝑟0 = 𝑐𝜌2𝑟0

𝑘 ℎ∗
𝑟0 .

故

𝑇 𝑔
𝑘 − 𝑇 𝜌

𝑘 ⩽ 𝐶.

另一方面，当 𝑡 ∈ [𝑇 𝑔
𝑘−1, 𝑇 𝜌

𝑘 ]时，有：

𝜔̇ ⩾ 𝑐𝜌2𝑟0
𝑘 ⋅ 𝜌2𝑟0

𝑘 ℎ∗
𝑟0 ⋅ ℎ∗

𝑟0 = 𝑐𝜌4𝑟0
𝑘 (ℎ∗

𝑟0)2.

因此，

𝑇 𝜌
𝑘 − 𝑇 𝑔

𝑘−1 ⩽
𝜌2

𝑘 − 𝜌2
𝑘−1

𝜌4𝑟0
𝑘 (ℎ∗

𝑟0)2
= 𝐶𝜌−2(2𝑟0−1)

0 2−2(2𝑟0−1)𝑘.

综上所述，

𝑇 𝜌
𝐿 ⩽ ∑

𝑘⩽𝐿
[(𝑇 𝜌

𝑘 − 𝑇 𝑔
𝑘−1) + (𝑇 𝑔

𝑘−1 − 𝑇 𝜌
𝑘−1)] ≲ log 𝜌−1

0 + 𝜌−2(2𝑟0−1)
0 .

由于 𝑚0 = 2𝑟0，上式就给出了所需的界限。

命题 6.23： 考虑总体动力学 (6.79)。令假设 6.4成立且 𝑟0 = 𝑚0/2。假设 (6.84)对

于某个 𝑡0成立。那么，

1 − 𝜙1(𝑡0 + 𝑡) ⩽ 1
2e

−𝑐𝑡. （6.87）

证明 当条件 (6.84)成立时，有：

̇𝜙1 ⩾ 𝐶(1 − 𝜙1) ∑
𝑟⩾1

𝑟𝜔𝑟ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ⩾ 𝐶(1 − 𝜙1)𝑟0𝜔𝑟0ℎ𝑟0ℎ∗

𝑟0 ⩾ 𝑐(1 − 𝜙1).

定理定理 6.3的证明 特征误差度量的单调性遵循 (6.76)以及命题 6.21中 𝜎𝑗 的单

调性。对于初始化，根据命题 6.14，有：
𝑐1

√𝑑
⩽ 𝜎𝑗(0) ⩽ 𝑐2

√𝑑
, ∀𝑗 = 1, ⋯ , 𝑝.
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以高概率成立。因此，有：

ℰProj(𝛷𝑊 (0), 𝑓 ∗) = ∑
𝒎∈ℕ𝑝

(1 − 𝜎2𝒎)(𝑔∗
𝒎)2, ≳ ∑

𝒎∈ℕ𝑝
(𝑔∗

𝒎)2 ≳ 1.

另一方面，由于 𝜌0 = min𝑗 𝜎𝑗(0) ⩾ 𝑐1/√𝑑，命题 6.22和命题 6.23表明对于某

些 𝑡0 ≍ log 𝑑 + 𝑑𝑟0−1，有：

1 − |𝜎𝑗(𝑡0 + 𝑡)| ⩽ 1
2e

−𝐶𝑡, ∀𝑗 = 1, ⋯ , 𝑝.

因此，通过应用命题 6.19并调整常数，即可得出结论。

6.5.4 序列模型的分析

6.5.4.1 动力学计算

首先计算自适应核模型的动力学。利用 (6.110)对第 6.5.3.1小节中的计算进行

修正以完成计算。

ℎ𝑟的动力学 首先，利用 (6.110)和推论 6.3，有：

−∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎

̄ℒ𝑛 = −∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎 ℒ + ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏∇𝒢(𝑝)

𝑔𝒎 𝑓𝒏 = −∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎 ℒ + ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏𝜈𝒓∇ℎ𝑟𝑓𝒏,

其中 𝒎 = 2𝒓，𝑟 = |𝒓|，且

∇ℎ𝑟𝑓𝒏 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓∇𝑔2𝒓𝑓𝒏, 𝑓𝒏 ≔ ⟨𝑓, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑
= ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑

.

因此，有：

̇𝛽𝒎 = −∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎

̄ℒ𝑛 ⋅ ∂𝑔𝒎
∂𝛽𝒎

= 𝜆
1
2
𝒎 [

−∇𝒢(𝑝)
𝑔𝒎 ℒ + 𝜈𝒓 ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏∇ℎ𝑟𝑓𝒏]

,

进而得出：

ℎ̇𝑟 = 𝜇2𝑟 (−𝐺𝑟 + 𝑒𝑟) , 𝑒𝑟 = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏∇ℎ𝑟𝑓𝒏.

进一步计算 𝑒𝑟。首先，有：

∇ℎ𝑟𝑓𝒏 = ∇ℎ𝑟 ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑
= ∇ℎ𝑟 ⟨𝑔, 𝑃 ⊤

𝑊 𝐻𝒏⟩𝛾𝑝

= ∇ℎ𝑟 ⟨∑
𝑠⩾0

ℎ𝑠 ∑
|𝒔|=𝑠

𝜈𝒔𝐻2𝒔, 𝑃 ⊤
𝑊 𝐻𝒏⟩

𝛾𝑝

= ∇ℎ𝑟 ∑
𝑠⩾0

ℎ𝑠 ∑
|𝒔|=𝑠

𝜈𝒔 ⟨𝐻2𝒔, 𝑃 ⊤
𝑊 𝐻𝒏⟩𝛾𝑝
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= ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓 ⟨𝐻2𝒓, 𝑃 ⊤
𝑊 𝐻𝒏⟩𝛾𝑝

.

将此代入 𝑒𝑟，有：

𝑒𝑟 = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓 ⟨𝐻2𝒓, 𝑃 ⊤
𝑊 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑

= ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ⟨
𝑃𝑊

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓𝐻2𝒓
⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝐻𝒏⟩
𝛾𝑑

= ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ⟨𝑃𝑊 𝐻̄𝑟, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑
,

其中 𝐻̄𝑟 = ∑𝒓∶|𝒓|=𝑟 𝜈𝒓𝐻2𝒓。

𝛴 的动力学 利用 (6.110)，有：

𝑊̇ = −∇𝒮
𝑊

̄ℒ𝑛 = −∇𝒮
𝑊 ℒ + ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏∇𝒮

𝑊 𝑓𝒏,

因此，遵循总体情形的计算，有 ̇𝛲 = 𝑊̇ ⊤𝑊∗且

̇𝛴 = Diag(𝑈 ⊤ ̇𝛲 𝑉 ) = (𝐼𝑝 − 𝛴2)Diag( ̃𝐵) + Diag(𝑈 ⊤( ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏∇𝒮
𝑊 𝑓𝒏)⊤𝑊∗𝑉 ).

最后一项是需要分析的误差项。记：

𝛥 ≔ ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏𝑈 ⊤(∇𝒮
𝑊 𝑓𝒏)⊤𝑊∗𝑉 .

首先，回顾 𝑓𝒏的定义和 (6.56)，有：

∇𝒮
𝑊 𝑓𝒏 = ∇𝒮

𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑
= 𝛱𝑇𝑊 𝒮∇𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑

= 𝛱𝑇𝑊 𝒮𝑍𝒏,

其中有记 𝑍𝒏 = ∇𝑊 ⟨𝑃𝑊 𝑔, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑
∈ ℝ𝑑×𝑝。

利用 (6.56)展开𝛱𝑇𝑊 𝒮𝑍𝒏，有：

𝛥 = ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤ [𝑍𝒏 − 𝑊 Sym(𝑊 ⊤𝑍𝒏)]

⊤ 𝑊∗𝑉

= ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤

[𝑍⊤
𝒏 − 1

2(𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 )𝑊 ⊤

] 𝑊∗𝑉 .

现在，记

𝑊∗ = 𝑊 𝑄 + 𝐸, 𝑄 ≔ 𝑈𝑉 ⊤, 𝐸 ≔ 𝑊∗ − 𝑊 𝑄,

则有

𝑊 ⊤𝐸 = 𝑊 ⊤𝑊∗ − 𝑄 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤ − 𝑈𝑉 ⊤ = 𝑈(𝛴 − 𝐼𝑝)𝑉 ⊤.
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于是有

𝛥 = ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤

[𝑍⊤
𝒏 − 1

2(𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 )𝑊 ⊤

] (𝑊 𝑈 + 𝐸𝑉 )

= ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤

[𝑍⊤
𝒏 𝑊 − 1

2(𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 )𝑊 ⊤𝑊 ] 𝑈

+ ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤

[𝑍⊤
𝒏 𝐸𝑉 − 1

2(𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 )𝑊 ⊤𝐸𝑉 ]

= ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤

[
1
2𝑍⊤

𝒏 𝑊 − 1
2𝑊 ⊤𝑍𝒏] 𝑈

+ ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤

[𝑍⊤
𝒏 𝐸𝑉 − 1

2(𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 )𝑈(𝛴 − 𝐼𝑝)]

= 1
2 ∑𝒏

𝜀𝒏𝑈 ⊤
[

1
2𝑍⊤

𝒏 𝑊 − 1
2𝑊 ⊤𝑍𝒏] 𝑈

+ 1
2 ∑𝒏

𝜀𝒏𝑈 ⊤ [𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 ] 𝑈(𝐼 − 𝛴)

+ ∑𝒏
𝜀𝒏𝑈 ⊤𝑍⊤

𝒏 𝐸𝑉

= ∑𝒏
𝜀𝒏 (𝛥(0)

𝒏 + 𝛥(1)
𝒏 + 𝛥(2)

𝒏 ) ,

其中

𝛥(0)
𝒏 = 1

2𝑈 ⊤
[

1
2𝑍⊤

𝒏 𝑊 − 1
2𝑊 ⊤𝑍𝒏] 𝑈,

𝛥(1)
𝒏 = 1

2𝑈 ⊤ [𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 ] 𝑈(𝐼 − 𝛴),

𝛥(2)
𝒏 = 𝑈 ⊤𝑍⊤

𝒏 𝐸𝑉 .

现在，进一步令：

𝑊̃ = 𝑊 𝑈, 𝑊̃∗ = 𝑊∗𝑉 = 𝑊 𝑈 +𝐸𝑉 , ̃𝐸 = 𝑊̃∗ −𝑊̃ = 𝑊∗𝑉 −𝑊 𝑈, 𝑍̃𝒏 ≔ 𝑍𝒏𝑈.
（6.88）

对于 𝛥(0)
𝒏 ，很容易发现：

(𝛥(0)
𝒏 )

⊤
= −𝛥(0)

𝒏 ,

因此 𝛥(0)
𝒏 的对角线为零：

Diag(𝛥(0)
𝒏 ) = 0.

对于 𝛥(1)
𝒏 ，由于

1
2𝑈 ⊤ [𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤

𝒏 𝑊 ] 𝑈 = Sym(𝑈 ⊤𝑊 ⊤𝑍𝒏𝑈)，有：

Diag(𝛥(1)
𝒏 ) = 1

2 Diag(𝑈 ⊤ (𝑊 ⊤𝑍𝒏 + 𝑍⊤
𝒏 𝑊 ) 𝑈)(𝐼 − 𝛴)
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= Diag(𝑈 ⊤𝑊 ⊤𝑍𝒏𝑈)(𝐼 − 𝛴)

= Diag((𝐼 − 𝛴)𝑊̃ ⊤𝑍̃𝒏)

= Diag((𝑊̃ (𝐼 − 𝛴))⊤𝑍̃𝒏).

最后一项 𝛥(2)
𝒏 可以写为：

Diag(𝛥(2)
𝒏 ) = Diag(𝑈 ⊤𝑍⊤

𝒏 𝐸𝑉 ) = Diag((𝑍𝒏𝑈)⊤(𝑊∗ − 𝑊 𝑄)𝑉 )

= Diag((𝑍𝒏𝑈)⊤(𝑊∗𝑉 − 𝑊 𝑈))

= Diag((𝑊̃∗ − 𝑊̃ )⊤𝑍̃𝒏).

因此，

Diag(𝛥𝒏) = Diag(𝛥(0)
𝒏 + 𝛥(1)

𝒏 + 𝛥(2)
𝒏 )

= Diag((𝑊̃ (𝐼 − 𝛴))⊤𝑍̃𝒏) + Diag((𝑊̃∗ − 𝑊̃ )⊤𝑍̃𝒏)

= Diag [(𝑊̃ (𝐼 − 𝛴) + 𝑊̃∗ − 𝑊̃ )⊤𝑍̃𝒏]
= Diag ((𝑊̃∗ − 𝑊̃ 𝛴)⊤𝑍̃𝒏) .

代回𝑊 , 𝑊∗，有：

𝑊̃∗ − 𝑊̃ 𝛴 = 𝑊∗𝑉 − 𝑊 𝑈𝛴 = (𝑊∗ − 𝑊 𝑈𝛴𝑉 ⊤)𝑉 = (𝑊∗ − 𝑊 𝛲 )𝑉

= (𝑊∗ − 𝑊 𝑊 ⊤𝑊∗)𝑉

= 𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗𝑉 ,

其中 𝑃 ⟂
𝑊 = 𝐼 − 𝑊 𝑊 ⊤是正交于𝑊 的投影。因此，

Diag(𝛥𝒏) = Diag ((𝑊̃∗ − 𝑊̃ 𝛴)⊤𝑍̃𝒏) = Diag(𝑉 ⊤(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈).

总而言之，有：

𝜎̇𝑖 = (1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

2𝑟𝑖𝜎2𝒓−𝑒𝑖𝜈2
𝒓 + ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏 Diag(𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈)𝑖𝑖,

并且有：

d
d𝑡𝜎2

𝑖 = 4(1 − 𝜎2
𝑖 ) ∑

𝑟⩾1
ℎ𝑟ℎ∗

𝑟 ∑
|𝒓|=𝑟

𝑟𝑖𝜎2𝒓𝜈2
𝒓 + ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏 Diag(𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈)𝑖𝑖

= (1 − 𝜎2
𝑖 )𝐴𝑖 + ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏 Diag(𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈)𝑖𝑖,

其中 𝐴𝑖 = 4 ∑𝑟⩾1 ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ∑|𝒓|=𝑟 𝑟𝑖𝜈2

𝒓 𝜎2𝒓。
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𝜙1和 𝜔的动力学 利用链式法则，可以计算 𝜙1和 𝜔的动力学。只需关注噪声项。
引入𝑀 = 𝛲 ⊤𝛲。对于 𝜙1，噪声项写为：

𝜉 =
𝑝

∑
𝑖=1

∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 Diag(𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈)𝑖𝑖 = ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏 Tr [𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈] .

而对于 𝜔，利用链式法则及命题 6.32，有：

𝜁 = 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏 Diag(𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈)𝑖𝑖

= 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 Diag(e−𝐾𝜎2
𝑖 𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈)𝑖𝑖

= 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗 ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 Tr [e
−𝐾𝛴2𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂

𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈] ,

其中 𝑒−𝐾𝛴2
表示矩阵函数。此外，分母可以写为：

𝑝

∑
𝑗=1

e−𝐾𝜎2
𝑗 = Tr e−𝐾𝛴2 = Tr e−𝐾𝑀 .

其与 𝛲 的 SVD分解无关。

因此，考虑一般的函数 𝜑和形式如下的噪声项：

𝜒 = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 Tr [𝜑(𝛴2)𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈] = ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏𝑇𝒏.

那么，可以将 𝑇𝒏表示为：

𝑇𝒏 = Tr [𝜑(𝛴2)𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑍𝒏𝑈]

(𝑎)= Tr [𝑈𝜑(𝛴2)𝛴𝑉 ⊤(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤ ⟨∇𝑊 (𝑃𝑊 𝑔), 𝐻𝒏⟩]

(𝑏)= Tr [𝑈𝛴𝜑(𝛴2)𝑉 ⊤(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤ ⟨𝑥(𝑃𝑊 ∇𝑔)⊤, 𝐻𝒏⟩]

(𝑐)= ⟨Tr [𝛲 𝜑(𝑀)(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑥(𝑃𝑊 ∇𝑔)⊤] , 𝐻𝒏⟩

(𝑑)= ⟨(𝑃𝑊 ∇𝑔)⊤𝑊 𝑇 𝑊∗𝜑(𝑀)(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑥, 𝐻𝒏⟩

(𝑒)= ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔))⊤𝑊∗𝜑(𝑀)(𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗)⊤𝑥, 𝐻𝒏⟩

= ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔))⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑥, 𝐻𝒏⟩ ,

此处在 (𝑎, 𝑑)中使用了迹的交换性，在 (𝑏, 𝑒)中使用了梯度公式引理 6.1，在 (𝑐)中
使用了矩阵微积分 (6.67)。在此注意到，最终结果与奇异值分解无关。

总结 在以下命题中总结这些结果：
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命题 6.24： 考虑假设 6.3下的动力学 (6.17)。则有：

ℎ̇𝑟 = 𝜇2𝑟 [𝜙𝑟ℎ∗
𝑟 − ℎ𝑟 + 𝑒𝑟] ,

𝜔̇ = 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 (1 − 𝜎2

𝑖 )𝐴𝑖 + 𝜁

̇𝜙1 =
𝑝

∑
𝑖=1

(1 − 𝜎2
𝑖 )𝐴𝑖 + 𝜉,

（6.89）

其中 𝐴𝑖 = 4 ∑𝑟⩾1 ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ∑|𝒓|=𝑟 𝑟𝑖𝜈2

𝒓 𝜎2𝒓，且噪声项给定为：

𝑒𝑟 = 𝑒𝑟(𝑊 ) = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ⟨𝑃𝑊 𝐻̄𝑟, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑
,

𝜁 = 𝜁(𝑊 , 𝑔) = 1
Tr e−𝐾𝑀 ∑

𝒏∈ℕ𝑑
𝜀𝒏 ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔))⊤𝑊∗e−𝐾𝑀𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 𝑥, 𝐻𝒏⟩ ,

𝜉 = 𝜉(𝑊 , 𝑔) = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝑔))⊤𝑊∗𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑥, 𝐻𝒏⟩ ,

其中𝑀 = 𝛲 ⊤𝛲。

6.5.4.2 扰动项的界

现在应用引理 6.4来估计命题 6.24中的扰动项。

命题 6.25： 设 𝑒𝑟定义如命题 6.24。那么，

𝜅(𝑊 , 𝑊 ′) ≔ Cov(𝑒𝑟(𝑊 ), 𝑒𝑟(𝑊 ′)) = 1
𝑛 ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓 𝜆2𝒓,

其中 𝜆为𝑊 ⊤𝑊 ′的奇异值。此外，𝜅(𝑊 , 𝑊 ′)关于 ℝ𝑑×𝑝中的欧几里得范数是 Lip-

schitz连续的，其 Lipschitz常数为 2𝑟。因此，至少以概率 1 − 4e−𝑑，有

sup
𝑊 ∈𝒮(𝑑,𝑝)

|𝑒𝑟(𝑊 )| ≲ √
𝑑𝑝 log 𝑟

𝑛 , ∀𝑟 ⩾ 0. （6.90）

证明 根据引理 6.3，回顾 𝐻̄𝑟 是一个 2𝑟次的旋转不变多项式。可以计算 𝑒𝑟(𝑊 )的
协方差函数：

𝜅(𝑊 , 𝑊 ′) = Cov(𝑒𝑟(𝑊 ), 𝑒𝑟(𝑊 ′)) = 1
𝑛 ∑

𝒏∈ℕ𝑑
⟨𝑃𝑊 𝐻̄𝑟, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑 ⟨𝑃𝑊 ′𝐻̄𝑟, 𝐻𝒏⟩𝛾𝑑

= 1
𝑛 ⟨𝑃𝑊 𝐻̄𝑟, 𝑃𝑊 ′𝐻̄𝑟⟩𝛾𝑑

= 1
𝑛 ⟨𝐻̄𝑟, 𝑃 ⊤

𝑊 𝑃𝑊 ′𝐻̄𝑟⟩𝛾𝑝

= 1
𝑛 ⟨𝐻̄𝑟, 𝒜𝑊 ⊤𝑊 ′𝐻̄𝑟⟩𝛾𝑝

.

考虑 SVD分解𝑊 ⊤𝑊 ′ = 𝑄1𝛬𝑄⊤
2，令 𝜆为 𝛬的对角线元素。那么，

𝜅(𝑊 , 𝑊 ′) = 1
𝑛 ⟨𝐻̄𝑟, 𝒜𝑄1𝛬𝑄⊤

2
𝐻̄𝑟⟩𝛾𝑝

= 1
𝑛 ⟨𝐻̄𝑟, 𝒜𝑄1𝒜𝛬𝒜𝑄⊤

2
𝐻̄𝑟⟩𝛾𝑝
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= 1
𝑛 ⟨𝐻̄𝑟, 𝒜𝛬𝐻̄𝑟⟩𝛾𝑝

= 1
𝑛 ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓 𝜆2𝒓.

现在将 𝜅 视为定义在 {𝑊 ∈ ℝ𝑑×𝑝 ∶ ‖𝑊 ‖ ⩽ 1}上的二元函数。可以计算 𝜅 关
于𝑊 的导数。取切方向𝐻 ∈ ℝ𝑑×𝑝，利用 (6.66)得到

𝐷𝐻𝛬 = Diag(𝑈 ⊤𝐷𝐻 (𝑊 ⊤𝑊 ′)𝑉 ) = Diag(𝑈 ⊤𝐻⊤𝑊 ′𝑉 ), 𝐷𝐻𝜆𝑗 = 𝑢⊤
𝑗 𝐻⊤𝑊 ′𝑣𝑗 ,

因此

|𝐷𝐻𝜆𝑗| ⩽ ‖𝐻‖ ‖𝑊 ′‖ ⩽ ‖𝐻‖ .

接着，利用

𝐷𝐻𝜆2𝒓 =
𝑝

∑
𝑗=1

2𝑟𝑗𝜆2𝒓−𝑒𝑗 𝐷𝐻𝜆𝑗 ,

有

|𝐷𝐻𝜆2𝒓| ⩽ 2
𝑝

∑
𝑗=1

𝑟𝑗𝜆2𝒓−𝑒𝑗 |𝐷𝐻𝜆𝑗| ⩽ 2
𝑝

∑
𝑗=1

𝑟𝑗 ‖𝐻‖ = 2 |𝒓| ‖𝐻‖ .

最后，

|𝐷𝐻𝑘(𝑊 , 𝑊 ′)| =
|
|
|| ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 𝐷𝐻𝜆2𝒓

|
|
||

⩽ ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 |𝐷𝐻𝜆2𝒓|

⩽ 2 ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈2
𝒓 |𝒓| ‖𝐻‖ ⩽ 2𝑟 ‖𝐻‖ ∑

|𝒓|=𝑟
𝜈2

𝒓

= 2𝑟 ‖𝐻‖ ⩽ 2𝑟 ‖𝐻‖2 .

因此有

‖𝐷𝑘(𝑊 , 𝑊 ′)‖2 ⩽ 2𝑟,

这意味着 𝑘(𝑊 , 𝑊 ′)关于欧几里得范数是 Lipschitz的。应用引理 6.4就得到了所需

的界。

在估计 𝜉和 𝜁 的界之前，先进行一些初步计算。考虑形式如下的噪声项：

𝜒 = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝐻̄𝑟))⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑥, 𝐻𝒏⟩ .

可以将 𝑔分解为

𝑔 = ∑
𝑟⩾0

∑
𝒎=2𝒓, |𝒓|=𝑟

𝑔𝒎𝐻𝒎 = ∑
𝑟⩾0

ℎ𝑟𝐻̄𝑟, 𝐻̄𝑟 = ∑
|𝒓|=𝑟

𝜈𝒓𝐻2𝒓.
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那么，有

𝜒 = ∑
𝑟⩾0

ℎ𝑟𝜒𝑟, 𝜒𝑟 = ∑
𝒏∈ℕ𝑑

𝜀𝒏 ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝐻̄𝑟))⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑥, 𝐻𝒏⟩ ,

其中 𝜒𝑟与 𝑔无关。
取𝑊 ′并记相应的量为带撇符号（例如 𝛲 ′, 𝑀′）。计算 𝜒𝑟(𝑊 )与 𝜒𝑟(𝑊 ′)的协

方差：

𝑘𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = Cov(𝜒𝑟(𝑊 ), 𝜒𝑟(𝑊 ′))

= ⟨(∇𝑥(𝑃𝑊 𝐻̄𝑟))⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑥, (∇𝑥(𝑃𝑊 ′𝐻̄𝑟))⊤𝑊∗𝜑(𝑀′)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 ′𝑥⟩𝛾𝑑
.

此处利用了 (𝐻𝒏)𝒏∈ℕ𝑑 是一组正交基的事实。注意到

𝑃 ⟂
𝑊 ∇𝑥(𝑃𝑊 𝐻̄𝑟) = 𝑃 ⟂

𝑊 𝑊 𝑃𝑊 (∇𝐻̄𝑟) = 0,

可以对 𝑓 = 𝑃𝑊 𝐻̄𝑟和 𝐴 = 𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 使用引理 6.6得到

𝑘𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 𝑘(1)
𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) + 𝑘(2)

𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′),

其中

𝑘(1)
𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 𝔼(∇𝑥(𝑃𝑊 𝐻̄𝑟))⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 (𝑊∗𝜑(𝑀′)𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 ′)⊤∇𝑥(𝑃𝑊 ′𝐻̄𝑟)

= 𝔼(𝑃𝑊 ∇𝑥𝐻̄𝑟)⊤𝑊 ⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑃 ⟂
𝑊 ′𝑊∗𝜑(𝑀′)𝑊 ⊤

∗ 𝑊 ′(𝑃𝑊 ′∇𝑥𝐻̄𝑟)

= 𝔼(𝑃𝑊 ∇𝐻̄𝑟)⊤𝛲 𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑃 ⟂
𝑊 ′𝑊∗𝜑(𝑀′)(𝛲 ′)⊤(𝑃𝑊 ′∇𝐻̄𝑟),

以及

𝑘(2)
𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 𝔼Tr∇2

𝑥(𝑃𝑊 𝐻̄𝑟) (𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 ) ∇2
𝑥(𝑃𝑊 ′𝐻̄𝑟)(𝑊∗𝜑(𝑀′)𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 ′)

= 𝔼Tr𝑊 (𝑃𝑊 ∇2𝐻̄𝑟)𝑊 ⊤𝑊∗𝜑(𝑀)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 𝑊 ′(𝑃𝑊 ′∇2𝐻̄𝑟)(𝑊 ′)⊤𝑊∗𝜑(𝑀′)𝑊 ⊤
∗ 𝑃 ⟂

𝑊 ′ .

可以进一步计算方差。由于当𝑊 = 𝑊 ′时，𝑃 ⟂
𝑊 𝑊 ′ = 0，因此

𝑘𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ) = 𝑘(1)
𝜒,𝑟(𝑊 , 𝑊 ) = 𝔼(𝑃𝑊 ∇𝐻̄𝑟)⊤𝛲 𝜑(𝑀)𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 𝑊∗𝜑(𝑀)𝛲 ⊤(𝑃𝑊 ∇𝐻̄𝑟)

= 𝔼(𝑃𝑊 ∇𝐻̄𝑟)⊤𝛲 𝜑(𝑀)(𝐼 − 𝑀)𝜑(𝑀)𝛲 ⊤(𝑃𝑊 ∇𝐻̄𝑟)
(𝑎)= Tr𝛲 𝜑(𝑀)(𝐼 − 𝑀)𝜑(𝑀)𝛲 [𝔼(∇𝐻̄𝑟)(∇𝐻̄𝑟)⊤]

= 2𝑟
𝑝 Tr𝛲 𝜑(𝑀)(𝐼 − 𝑀)𝜑(𝑀)𝛲 ⊤

= 2𝑟
𝑝 Tr𝜑(𝑀)2𝑀(𝐼 − 𝑀).

命题 6.26： 至少以概率 1 − 4e−𝑑，对于任何满足 𝜙1(𝑊 ) ⩽ 1 − 𝜈的𝑊 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)以
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及任何 𝑔，有

|𝜉(𝑊 , 𝑔)| ≲ (1 − 𝜙1)
1
2 √

𝑝𝑑
𝑛 √log(𝑝𝜈−1) ∑

𝑟⩾1
(𝑟 log 𝑟)

1
2 |ℎ𝑟| . （6.91）

证明 在之前的计算中取 𝜑 ≡ 1，有

𝑘𝜉,𝑟(𝑊 , 𝑊 ) = 2𝑟
𝑝 Tr(𝐼 − 𝛴2)𝛴2 ⩽ 2𝑟

𝑝 Tr(𝐼 − 𝛴2) = 2𝑟(1 − 𝜙1).

为了估计 𝑘𝜉,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) 导数的界，可以迭代地使用 Tr𝐴 ⩽ 𝑝 ‖𝐴‖ 和导数的链
式法则。量 𝛲 = 𝑊 ⊤𝑊∗ 和 𝑃 ⊤

𝑊 = 𝐼 − 𝑊 𝑊 ⊤ 都是关于𝑊 的多项式。此外，回顾

∇𝑊 (𝑃𝑊 ℎ) = 𝑥𝑃𝑊 (∇𝑔)⊤。结合Hermite多项式的导数公式以及 ‖𝑊 ‖ ⩽ 1，𝑃𝑊 (∇2𝐻̄𝑟)
中每个项的导数都被一个最高次数为 2𝑟 + 1且系数规模为 𝑟的多项式所控制，因
此其 𝐿2(𝛾𝑑)范数也由 𝑟的多项式控制。由此可以推导出 ‖∇𝑊 𝑘𝜉,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′)‖2被 𝑝, 𝑟
的某个多项式控制。此外，由于

𝜙1 =
𝑝

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 = Tr𝛲 ⊤𝛲 ,

𝜙1的导数也由 𝑝, 𝑟的多项式控制。令 ̄𝜉 = 1
2𝑟(1 − 𝜙1)− 1

2 𝜉以及缩放后的协方差

𝑘̄𝜉,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) ≔ 1
2𝑟 [(1 − 𝜙1)(1 − 𝜙′

1)]
− 1

2 𝑘𝜉,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′).

那么，只要 1 − 𝜙1 ⩾ 𝜈，𝑘̄𝜉,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′)的导数就由 𝑝, 𝑟, 𝜈−1的某个多项式控制。最后，

可以应用引理 6.4结合联合概率界得到

| ̄𝜉𝑟| ≲ √log(𝑟𝑝𝜈−1) + 𝐶√𝑝𝑑, ∀𝑟 ⩾ 1

以至少 1 − 4e−𝑑 的概率成立。回到 𝜉𝑟并对 𝑟求和即可得到所需的界。
命题 6.27： 至少以概率 1 − 4e−𝑑，对于任何𝑊 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)和任何 𝑔，有

|𝜁(𝑊 , 𝑔)| ≲ √
𝑝𝑑
𝑛 √log(𝑝𝐾) ∑

𝑟⩾1
(𝑟 log 𝑟)

1
2 |ℎ𝑟| . （6.92）

证明 在之前的计算中取 𝜑(𝑡) = e−𝐾𝑡，有

𝑘𝜁,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 𝑘(1)
𝜁 ,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) + 𝑘(2)

𝜁 ,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′),

其中

𝑘(1)
𝜁 ,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 𝑞𝔼(𝑃𝑊 ∇𝐻̄𝑟)⊤𝛲 e−𝐾𝑀 𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 𝑃 ⟂

𝑊 ′𝑊∗e−𝐾𝑀′(𝛲 ′)⊤(𝑃𝑊 ′∇𝐻̄𝑟)

𝑘(2)
𝜁 ,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 𝑞𝔼Tr𝑊 (𝑃𝑊 ∇2𝐻̄𝑟)𝑊 ⊤𝑊∗e−𝐾𝑀 𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 𝑊 ′(𝑃𝑊 ′∇2𝐻̄𝑟)(𝑊 ′)⊤𝑊∗e−𝐾𝑀′𝑊 ⊤

∗ 𝑃 ⟂
𝑊 ′ ,

𝑞 = [(Tr e−𝐾𝑀 )(Tr e−𝐾𝑀′)]
−1

.
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对于𝑊 = 𝑊 ′的情况，有

𝑘𝜁,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′) = 2𝑟
𝑝 (Tr e−𝐾𝑀 )−2 Tr e−2𝐾𝑀𝑀(𝐼 − 𝑀)

= 2𝑟
𝑝 (Tr e−𝐾𝛴2)−2 Tr e−2𝐾𝛴2𝛴2(𝐼 − 𝛴2)

⩽ 2𝑟
𝑝 (Tr e−𝐾𝛴2)−2 Tr e−2𝐾𝛴2

⩽ 2𝑟.

对于导数，可以使用与前一个证明相同的参数。唯一的区别是必须额外考虑

𝑓(𝑀) = (Tr e−𝐾𝑀 )−1e−𝐾𝑀 的矩阵导数。有

d
d𝑡𝑓 (𝑀) = (Tr e−𝐾𝑀 )−1 d

d𝑡e
−𝐾𝑀 − (Tr e−𝐾𝑀 )−2( d

d𝑡 Tr e
−𝐾𝑀 )e−𝐾𝑀 = 𝐼 + 𝐼𝐼.

第二项很容易估计。利用矩阵导数和迹的性质，有

d
d𝑡 Tr e

−𝐾𝑀 = −𝐾 Tr e−𝐾𝑀 𝑀̇,

因此

‖(Tr e−𝐾𝑀 )−2( d
d𝑡 Tr e

−𝐾𝑀 )e−𝐾𝑀
‖ = 𝐾(Tr e−𝐾𝑀 )−2 |Tr e−𝐾𝑀𝑀̇| ‖e−𝐾𝑀 ‖

⩽ 𝐾(Tr e−𝐾𝑀 )−2 Tr e−𝐾𝑀 ‖𝑀̇‖Tr e−𝐾𝑀

= 𝐾 ‖𝑀̇‖ ,

此处利用了对于半正定矩阵 𝐴，|Tr𝐴𝐵| ⩽ ‖𝐴𝐵‖1 ⩽ Tr𝐴 ‖𝐵‖的事实，其中 ‖⋅‖1是

迹范数。对于第一项，使用矩阵导数公式：

d
d𝑡𝜙(𝑀) = 𝑄(𝑅 ⊙ (𝑄⊤𝑀̇𝑄))𝑄⊤,

其中𝑀 = 𝑄𝛬𝑄⊤是𝑀 的谱分解，

𝑅𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜙(𝜆𝑖)−𝜙(𝜆𝑗 )
𝜆𝑖−𝜆𝑗

, 若𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗 ,

𝜙′(𝜆𝑖), 若𝜆𝑖 = 𝜆𝑗 .

在这里，注意到 𝜙(𝑡) = e−𝐾𝑡，𝜙′(𝑡) = −𝐾e−𝐾𝑡，因此利用中值定理有

𝑅𝑖𝑗 = 𝜙′(𝜉𝑖𝑗) = −𝐾e−𝐾𝜉𝑖𝑗 , |𝑅𝑖𝑗| ⩽ 𝐾e−𝐾𝜆min ,

其中 𝜉𝑖𝑗 介于 𝜆𝑖和 𝜆𝑗 之间，且 𝜆min = min𝑖 𝜆𝑖。由此，

‖
d
d𝑡e

−𝐾𝑀
‖2

= ‖𝑄(𝑅 ⊙ (𝑄⊤𝑀̇𝑄))𝑄⊤‖2 = ‖𝑅 ⊙ (𝑄⊤𝑀̇𝑄)‖2

⩽ 𝐾e−𝐾𝜆min ‖𝑄⊤𝑀̇𝑄‖2 ⩽ 𝐾e−𝐾𝜆min ‖𝑀̇‖2 ,
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进而

‖𝐼‖ ⩽ ‖𝐼‖2 ⩽ 𝐾 e−𝐾𝜆min

Tr e−𝐾𝑀 ‖𝑀̇‖2 ⩽ 𝐾 ‖𝑀̇‖2 .

总之，有

‖
d
d𝑡𝑓 (𝑀)‖ ⩽ 2𝐾 ‖𝑀̇‖2 .

最后，可以断定 𝑘𝜁,𝑟(𝑊 , 𝑊 ′)的导数由 𝑝, 𝑟的多项式控制。应用引理 6.4结合联合

概率界，就给出了所需的上界。

6.5.4.3 训练动力学

命题 6.28： 在假设 6.4 下，假设对于某个 𝑠 > 0，有 𝑛 ≳ 𝑑2𝑚0+1+𝑠。设 (6.90) 和

(6.92)成立。令 𝛿 > 0为定值。那么，当 𝑛, 𝑑 足够大时，至少以概率 1 − 𝛿，有

min
1⩽𝑖⩽𝑝

𝜎2
𝑖 (𝑡) ⩾ 1/2, ∀𝑡 ∈ [𝑇 app, 𝑇 fin], （6.93）

其中 𝑇 app ≲ log 𝑑 + 𝑑𝑚0−1，且 𝑇 fin 可取为 𝑑 的任意固定多项式，且 ≲符号中的常
数可以取决于 𝛿。
证明 证明遵循与命题 6.9和命题 6.22类似的策略。不失一般性地，可以假设对于

所有 𝑟都有 ℎ𝑟 ⩾ 0。
首先，根据命题 6.14，存在某个 𝑐 = 𝑐(𝛿)使得至少以概率 1 − 𝛿有：

min
1⩽𝑖⩽𝑝

𝜎2
𝑖 ⩾ 𝑐𝑑−1.

取 (6.55)中的 𝜔和 𝜙1。根据命题 6.32，通过取 𝐾 ≍ 𝐶𝑑 log 𝑝，有：

𝜔(0) ⩾ 𝑐𝑑−1 − 1
𝐾 log 𝑝 ⩾ 𝑐𝑑−1.

此外，在这里断言在所关注的时间范围内，有 𝜔(𝑡) ⩾ 𝜌0 ≔ 1
2𝑐𝑑−1，将在稍后证明

这一断言。

回顾命题 6.24中的动力学。令 𝑟0 = 𝑚0/2。注意到当 𝜔(𝑡) ⩾ 𝜌0 时，由于 𝑛 ≳
𝑑2𝑚0+1+𝑠，有：

𝜙𝑟0(𝑡) ⩾ 𝜔(𝑡)𝑟0 ≳ 𝑑−𝑟0 ≳ √
𝑑
𝑛 .

因此，有：

ℎ̇𝑟0 = 𝜇2𝑟0(𝜙𝑟0ℎ∗
𝑟0 − ℎ𝑟0 + 𝑒𝑟0) ⩾ 𝜇2𝑟0(𝜙𝑟0ℎ∗

𝑟0/2 − ℎ𝑟0), （6.94）

从而：

𝑇 𝑔
0 ≔ inf{𝑡 ⩾ 0 ∶ ℎ𝑟0(𝑡) ⩾ 1

4𝜌𝑟0
0 ℎ∗

𝑟0} ≲ 1.
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现在证明在 𝑡 ⩽ 𝑇 𝑔
0 时的断言。回顾命题 6.24中 𝜔的动力学：

𝜔̇ = 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 (1 − 𝜎2

𝑖 )𝐴𝑖 + 𝜁,

其中 𝐴𝑖 = 4 ∑𝑟⩾1 ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ∑|𝒓|=𝑟 𝑟𝑖𝜈2

𝒓 𝜎2𝒓。类似于命题 6.8，可以证明：

ℎ𝑟(𝑡) ⩾ −𝐶 min(1, 𝜇2𝑟𝑡) |𝑒𝑟| ⩾ −𝐶 min(1, 𝜇2𝑟𝑡)√
𝑑 log 𝑟

𝑛 .

同样，类似于 (6.51)，有：

∑
𝑟⩾1

(𝑟 log 𝑟)
1
2 |ℎ𝑟| ≲ (1 + log+ 𝑡)2, （6.95）

因此误差项 (6.92)进一步被界定为：

|𝜁(𝑊 , 𝑔)| ≲ √
𝑝𝑑
𝑛 √log(𝑝𝐾) ∑

𝑟⩾1
(𝑟 log 𝑟)

1
2 |ℎ𝑟| ≲ √

𝑑 log 𝑑
𝑛 (1 + log+ 𝑡)2. （6.96）

因此，

𝐴𝑖 ≳ − ∑
𝑟⩾1

ℎ∗
𝑟 min(1, 𝜇2𝑟𝑡)√

𝑑 log 𝑟
𝑛 ∑

|𝒓|=𝑟
𝑟𝑖𝜈2

𝒓 𝜎2𝒓

≳ −√𝑑/𝑛 ∑
𝑟⩾1

ℎ∗
𝑟 𝑟(log 𝑟)

1
2 min(1, 𝜇2𝑟𝑡)

≳ −√𝑑/𝑛(1 + log+ 𝑡)2, （6.97）

其中最后一步使用了 𝜇𝑟 ≲ e−𝛾𝑟和命题 6.31。将这两个界限代入 𝜔̇的动力学，有：

𝜔̇ ≳ − 1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 √𝑑/𝑛(1 + log+ 𝑡)2 − √

𝑑 log 𝑑
𝑛 (1 + (log+ 𝑡)2)

≳ −√
𝑑 log 𝑑

𝑛 (1 + log+ 𝑡)2.

因此，由于 𝑇 𝑔
0 ≲ 1且 𝑛 ≳ 𝑑2𝑚0+1+𝑠，有：

𝜔(𝑇 𝑔
0 ) ⩾ 𝜔(0) − √

𝑑 log 𝑑
𝑛 𝑇 𝑔

0 ⩾ 𝑐𝑑−1 − √
𝑑 log 𝑑

𝑛 ⩾ 𝜌0,

这证明了直到 𝑇 𝑔
0 为止的断言。

在此之后，有：

ℎ𝑟0ℎ∗
𝑟0 ∑

|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 ⩾ 𝜌𝑟0

0 (ℎ∗
𝑟0)2

∑
|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜌𝑟0

0

= 𝑐(ℎ∗
𝑟0)2𝜌2𝑟0

0 ≳ 𝑑−2𝑟0 ,
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因此既然 𝑛 ≳ 𝑑2𝑚0+1+𝑠，有：

𝐴𝑖 = 4ℎ𝑟0ℎ∗
𝑟0 ∑

|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 + 4 ∑

𝑟≠𝑟0

ℎ𝑟ℎ∗
𝑟 ∑

|𝒓|=𝑟
𝑟𝑖𝜈2

𝒓 𝜎2𝒓

⩾ 4ℎ𝑟0ℎ∗
𝑟0 ∑

|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 − √𝑑/𝑛(1 + log+ 𝑡)2

⩾ 2ℎ𝑟0ℎ∗
𝑟0 ∑

|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓, （6.98）

前提是 𝑡最多为 𝑑 和 𝑛的多项式量级。因此，

𝜔̇ ⩾ 2
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝜎2

𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝜎2
𝑖 (1 − 𝜎2

𝑖 )ℎ𝑟0ℎ∗
𝑟0 ∑

|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 ⩾ 0. （6.99）

于是，结合 (6.94)和 (6.99)，可以应用与命题 6.22相同的分析方法。定义类似的时

间 𝑇 𝑔
𝑘 和 𝑇 𝜌

𝑘，有 𝑇 app = 𝑇 𝜌
𝐿 ≲ log 𝑑 + 𝑑𝑚0−1，其中 𝐿 = 1 + ⌈log2 𝜌−1

0 ⌉。
命题 6.29： 在假设 6.4下，假设对于某个 𝑠 > 0，有 𝑛 ≳ 𝑑2𝑚0+1+𝑠。设 (6.90)、(6.91)

成立，且取 𝜈 = 1/𝑛。假设 (6.93)成立。那么，存在某个 𝑡1 ⩽ 𝑇 app + 𝐶 使得：

1 − 𝜙1(𝑡1 + 𝑠) ≲ e−𝑐𝑠,

前提是：

1 − 𝜙1(𝑡1 + 𝑠) ≳ 𝑝𝑑 ⋅ polylog(𝑛, 𝑑, 𝑝)
𝑛 .

证明 首先，利用动力学 (6.94)，当 𝑡1 = 𝑇 app + 𝐶 之后，有 ℎ𝑟0 ⩾ 𝑐ℎ∗
𝑟0。那么，利用

(6.98)和 (6.93)，有：

𝐴𝑖 ≳ ℎ𝑟0ℎ∗
𝑟0 ∑

|𝒓|=𝑟0

𝑟𝑖𝜈2
𝒓 𝜎2𝒓 ≳ 1.

于是，命题 6.24中 𝜙1的动力学给出：

̇𝜙1 ⩾ 𝑐
𝑝

∑
𝑖=1

(1 − 𝜎2
𝑖 ) − |𝜉| = 𝑐(1 − 𝜙1) − |𝜉| .

另一方面，结合 (6.91)和 (6.95)，以及考虑到时间最多为 𝑑 的多项式量级，有：

|𝜉| ≲ (1 − 𝜙1)
1
2 √

𝑑𝑝polylog(𝑛, 𝑑)
𝑛 .

因此，只要 1 − 𝜙1 ≳ 𝑑𝑝polylog(𝑛,𝑑,𝑝)
𝑛 ，就有 |𝜉| ⩽ 𝑐(1 − 𝜙1)/2，从而 ̇𝜙1 ⩾ 𝑐(1 − 𝜙1)/2，

得出所需结果。

定理 6.4的证明 初始特征误差度量是命题 6.14的直接推论。对于特征误差度量的

衰减，应用命题 6.28和命题 6.29，并结合误差界命题 6.25、命题 6.26和命题 6.27。对

于最终的特征误差度量，可以使用命题 6.19以及 1−𝜙1 ⩽ 𝜈意味着 1−min𝑗 𝜎2
𝑗 ⩽ 𝑝𝜈
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的事实。

6.6 辅助结果

6.6.1 随机过程的控制

定义 6.1： 令 𝑋(⋅)为度量空间 (𝑇 , 𝑑)上的一个随机过程。如果满足以下条件，称
𝑋(⋅)是 𝜎2-次高斯（𝜎2-sub-Gaussian）的：

‖𝑋(𝑡) − 𝑋(𝑠)‖2
𝜓2 ⩽ 𝜎2𝑑(𝑠, 𝑡)2, 对于所有𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇 均成立.

定理 6.5 (Dudley 熵积分)： 令 𝑋 为度量空间 (𝑇 , 𝑑) 上的一个 𝜎2-次高斯随机过

程，且 𝔼𝑋(𝑡) = 0。令 𝒩 (𝜀, 𝑇 , 𝑑) 为 𝑇 关于 𝑑 的覆盖数（covering number）。令

𝑅 = diam(𝑇 , 𝑑)为 𝑇 关于度量 𝑑 的直径，定义 Dudley熵积分为：

𝐼 = ∫
𝑅

0
√log𝒩 (𝜀, 𝑇 , 𝑑) d𝜀. （6.100）

则有：

𝔼 sup
𝑡∈𝑇

𝑋(𝑡) ⩽ 𝐶𝜎𝐼. （6.101）

此外，对于任何 𝑢 ⩾ 0，以至少 1 − 2e−𝑢2
的概率，有：

sup
𝑠,𝑡∈𝑇

|𝑋(𝑠) − 𝑋(𝑡)| ⩽ 𝐶𝜎 (𝐼 + 𝑅𝑢) , （6.102）

现在考虑一个均值为零的高斯过程 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇，其中 𝑇 ⊆ ℝ𝑝。𝑋(⋅)的协方差
函数由 𝑘(𝑠, 𝑡) = 𝔼𝑋(𝑠)𝑋(𝑡)给出。诱导度量（induced metric）由下式给出：

𝑑(𝑠, 𝑡) = √𝑘(𝑠, 𝑠) + 𝑘(𝑡, 𝑡) − 2𝑘(𝑠, 𝑡).

关于 𝑇 相对于 𝑑 的覆盖数，有以下结果。
引理 6.4：令𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ⊆ ℝ𝑝为一个均值为零的高斯过程，其协方差函数为 𝑘(𝑠, 𝑡)。
假设对于所有 𝑡 ∈ 𝑇，𝑘(𝑡, 𝑡) ⩽ 1，且 𝑘在对角线上是 Hölder连续的，指数为 𝛼：

|𝑘(𝑡, 𝑡) − 𝑘(𝑠, 𝑡)| ⩽ 𝐿 ‖𝑡 − 𝑠‖𝛼 , ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇 .

令 𝑅 = diam(𝑇 , ‖⋅‖)为 𝑇 关于范数 ‖⋅‖的直径。则有：

𝔼 sup
𝑡∈𝑇

𝑋(𝑡) ⩽ 𝐶𝛼−1/2(√log𝑅 + log𝐿 + 𝐶)√𝑝.

此外，对于任何 𝑢 ⩾ 0，以至少 1 − 4e−𝑢2
的概率，有：

sup
𝑡∈𝑇

|𝑋(𝑡)| ⩽ 𝐶𝛼−1/2(√log𝑅 + log𝐿 + 𝐶)√𝑝 + 𝐶𝑢.

证明 用 𝑑(𝑠, 𝑡)表示上述定义的诱导度量。由于 𝑘(𝑡, 𝑡) ⩽ 1，核函数的基本性质给出
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|𝑘(𝑠, 𝑡)| ⩽ √𝑘(𝑠, 𝑠)𝑘(𝑡, 𝑡) ⩽ 1，故 𝑑(𝑠, 𝑡) ⩽ 2，即 diam(𝑇 , 𝑑) ⩽ 2另一方面，

𝑑(𝑠, 𝑡) = √𝑘(𝑠, 𝑠) + 𝑘(𝑡, 𝑡) − 2𝑘(𝑠, 𝑡) ⩽ √|𝑘(𝑠, 𝑠) − 𝑘(𝑠, 𝑡)| + |𝑘(𝑡, 𝑡) − 𝑘(𝑠, 𝑡)|

⩽ √2𝐿 ‖𝑡 − 𝑠‖𝛼 = √2𝐿 ‖𝑡 − 𝑠‖𝛼/2 .

这表明：

𝒩 (𝜀, 𝑇 , 𝑑) ⩽ 𝒩 ((𝜀/√2𝐿)2/𝛼, 𝑇 , ‖⋅‖).

现在，利用 ℝ𝑝覆盖数的标准结果：𝒩 (𝛿, 𝑇 , ‖⋅‖) ⩽ (𝐶𝑅/𝛿)𝑝，因此：

𝒩 ((𝜀/√2𝐿)2/𝛼, 𝑇 , ‖⋅‖) ⩽ (𝐶𝑅/(𝜀/√2𝐿)2/𝛼)𝑝 = (𝐶𝑅(2𝐿)1/𝛼)
𝑝 𝜀−2𝑝/𝛼.

将此代入 Dudley熵积分，有：

∫
2

0
√log𝒩 (𝜀, 𝑇 , 𝑑) d𝜀 ⩽ ∫

2

0
√log (𝐶𝑅𝐿1/𝛼)

𝑝 (𝜀/√2)−2𝑝/𝛼 d𝜀

= ∫
2

0 √𝑝(log(𝐶𝑅) + 𝛼−1 log(2𝐿)) + 2𝑝
𝛼 log(√2/𝜀) d𝜀

⩽ ∫
2

0 [√𝑝(log(𝐶𝑅) + 𝛼−1 log(2𝐿)) + √
2𝑝
𝛼 log(√2/𝜀)

]
d𝜀

≲ √𝑝(log(𝐶𝑅) + 𝛼−1 log(2𝐿)) + √2𝑝/𝛼

≲ 𝛼−1/2(√log𝑅 + log𝐿 + 𝐶)√𝑝.

6.6.2 高斯分布

如下的高斯分部积分公式是熟知的：

𝔼𝑋𝑖ℎ(𝑋) = 𝔼∂𝑖ℎ(𝑋), 𝔼𝑋𝑖𝑋𝑗ℎ(𝑋) = 𝛿𝑖𝑗𝔼ℎ(𝑋) + 𝔼∂𝑖𝑗ℎ(𝑋).

引理 6.5： 令 𝑋 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑)且 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑑。令 𝑓, 𝑔 ∶ ℝ𝑑 → ℝ为二阶可微函数，且
其二阶以内的导数均平方可积。那么，有

𝔼 [⟨𝑢, 𝑋⟩ ⟨𝑣, 𝑋⟩ 𝑓(𝑋)𝑔(𝑋)] = ⟨𝑢, 𝑣⟩ 𝔼 [𝑓(𝑋)𝑔(𝑋)]

+ 𝔼 [⟨𝑢, ∇𝑓(𝑋)⟩ ⟨𝑣, ∇𝑔(𝑋)⟩] + 𝔼 [⟨𝑣, ∇𝑓(𝑋)⟩ ⟨𝑢, ∇𝑔(𝑋)⟩]
+ 𝔼 [𝑓(𝑋)𝑢⊤∇2𝑔(𝑋)𝑣] + 𝔼 [𝑔(𝑋)𝑣⊤∇2𝑓(𝑋)𝑢] .

证明 从 𝔼[(𝑢𝑇 𝑋)𝑓(𝑋)(𝑣𝑇 𝑋)𝑔(𝑋)] 出 发， 首 先 将 (𝑢𝑇 𝑋)(𝑣𝑇 𝑋) 表 示 为
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∑𝑑
𝑖,𝑗=1 𝑢𝑖𝑣𝑗𝑋𝑖𝑋𝑗。因此，

𝔼[(𝑢𝑇 𝑋)𝑓(𝑋)(𝑣𝑇 𝑋)𝑔(𝑋)] =
𝑑

∑
𝑖,𝑗=1

𝑢𝑖𝑣𝑗𝔼[𝑋𝑖𝑋𝑗𝑓(𝑋)𝑔(𝑋)].

利用高斯分部积分公式得到

𝔼𝑋𝑖𝑋𝑗𝑓(𝑋)𝑔(𝑋) = 𝛿𝑖𝑗𝔼𝑓𝑔 + 𝔼∂𝑖𝑗(𝑓𝑔) = 𝛿𝑖𝑗𝔼𝑓𝑔 + 𝔼 (𝑓𝑖𝑗𝑔 + 𝑓𝑖𝑔𝑗 + 𝑓𝑗𝑔𝑖 + 𝑓𝑔𝑖𝑗) ,

其中用 𝑓𝑖, 𝑓𝑖𝑗 , 𝑔𝑖, 𝑔𝑖𝑗 表示 𝑓 和 𝑔的导数。
将各项相加，即得所求。

引理 6.6： 令 𝑓, 𝑔 为 ℝ𝑑 上的平滑函数，使得它们的三阶以内导数关于标准高斯

测度 𝛾𝑑 是连续且平方可积的。令 𝐴, 𝐵 为 ℝ𝑑×𝑑 中的两个矩阵。假设 𝐴∇𝑓 = 0且
𝐵∇𝑔 = 0，那么，有

𝔼[(∇𝑓(𝑋))⊤𝐴𝑋 ⋅ (∇𝑔(𝑋))⊤𝐵𝑋] = 𝔼(∇𝑓)⊤𝐴𝐵⊤∇𝑔 + 𝔼Tr(∇2𝑓𝐴∇2𝑔𝐵). （6.103）

证明 令 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)且 𝐵 = (𝑏𝑘𝑙)。用 𝑓𝑖, 𝑓𝑖𝑗 , 𝑔𝑖, ⋯ 表示 𝑓 和 𝑔的导数。那么，可以展
开结果为

𝐼 = 𝔼[(∇𝑓(𝑋))⊤𝐴𝑋⋅(∇𝑔(𝑋))⊤𝐵𝑋] = 𝔼 ∑
𝑖𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑓𝑖𝑥𝑗 ∑
𝑘𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑔𝑘𝑥𝑙 = ∑
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙𝔼𝑥𝑗𝑥𝑙(𝑓𝑖𝑔𝑘).

利用高斯分部积分公式，有

𝔼𝑥𝑗𝑥𝑙(𝑓𝑖𝑔𝑘) = 𝛿𝑗𝑙𝔼𝑓𝑖𝑔𝑘 + 𝔼 (𝑓𝑖𝑗𝑙𝑔𝑘 + 𝑓𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 + 𝑓𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙 + 𝑓𝑖𝑔𝑗𝑘𝑙) ,

因此有

𝐼 = 𝐼0 + 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 + 𝐼5.

为了简化结果，条件 𝐴∇𝑓 = 𝐵∇𝑔 = 0写作

∑
𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗 = 0, ∑
𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑔𝑙 = 0.

因此，由于导数是线性的且是对易的，有

𝐼1 = 𝔼 ∑
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙𝑓𝑖𝑗𝑙𝑔𝑘 = 𝔼 ∑
𝑖𝑘𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑔𝑘 ∑
𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗𝑖𝑙 = 𝔼 ∑
𝑖𝑘𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑔𝑘∂𝑖𝑙 ∑
𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗 = 0.

类似地，𝐼5 = 0。此外，

𝐼3 = 𝔼 ∑
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙𝑓𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙 = 𝔼 ∑
𝑖𝑘𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑔𝑘𝑙 ∑
𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗𝑖 = 𝔼 ∑
𝑖𝑘𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑔𝑘𝑙∂𝑖 ∑
𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗 = 0.

剩余项可以写作

𝐼0 = 𝔼 ∑
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙𝛿𝑗𝑙𝑓𝑖𝑔𝑘 = 𝔼 ∑
𝑖𝑗𝑘

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑗𝑓𝑖𝑔𝑘 = 𝔼(∇𝑓)⊤𝐴𝐵⊤∇𝑔,
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同时

𝐼2 = 𝔼 ∑
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙𝑓𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 = 𝔼 ∑
𝑙

∑
𝑖𝑗𝑘

𝑓𝑙𝑖𝑎𝑖𝑗𝑔𝑗𝑘𝑏𝑘𝑙

= 𝔼 ∑
𝑙

(∇2𝑓𝐴∇2𝑔𝐵)𝑙𝑙

= 𝔼Tr(∇2𝑓𝐴∇2𝑔𝐵).

6.6.3 Hermite多项式

引理 6.7： 令 𝑥 ∼ 𝒩 (0, 𝐼𝑑)，并令 𝑃 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑝)和 𝑄 ∈ 𝒮(𝑑, 𝑞)为 Stiefel矩阵。设

𝒎 ∈ ℕ𝑝和 𝒏 ∈ ℕ𝑞 为多重指标。有

𝔼 [𝐻𝒎(𝑃 ⊤𝑥)𝐻𝒏(𝑄⊤𝑥)] = √𝒎!𝒏![𝛼𝒎𝛽𝒏]e𝛼⊤𝑅𝛽 = 𝛿|𝒎|,|𝒏| ∑
𝛶 ∈𝛱(𝒎,𝒏)

√𝒎!𝒏!
𝛶 ! 𝑅𝛶 ,

（6.104）

其中 𝑅 = 𝑃 ⊤𝑄 ∈ ℝ𝑝×𝑞，𝛱(𝒎, 𝒏) ⊂ ℕ𝑝×𝑞 是满足以下条件的整数矩阵 𝛶 = [𝛶𝑖,𝑗]的
集合：

𝑞

∑
𝑗=1

𝛶𝑖,𝑗 = 𝑚𝑖 对所有𝑖成立,
𝑝

∑
𝑖=1

𝛶𝑖,𝑗 = 𝑛𝑗 对所有𝑗 成立.

且 𝛶 ! = ∏𝑖,𝑗 𝛶𝑖,𝑗!，𝑅𝛶 = ∏𝑖,𝑗(𝑅𝑖,𝑗)𝛶𝑖,𝑗。

证明 令 𝑢 = 𝑃 ⊤𝑥 ∈ ℝ𝑝且 𝑣 = 𝑄⊤𝑥 ∈ ℝ𝑞。那么 (𝑢, 𝑣)服从均值为 0、协方差矩阵为
下式的联合高斯分布：

𝛴 =
(

𝐼𝑝 𝑅
𝑅⊤ 𝐼𝑞)

, 其中𝑅 = 𝑃 ⊤𝑄 ∈ ℝ𝑝×𝑞.

对于向量对 (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ𝑝 × ℝ𝑞，考虑联合生成函数：

e⟨𝛼,𝑢⟩+⟨𝛽,𝑣⟩ = e𝛼⊤𝑃 ⊤𝑥+𝛽⊤𝑄⊤𝑥 = e⟨𝑃 𝛼+𝑄𝛽,𝑥⟩.

由于 𝑥 ∼ 𝒩 (0, 𝐼𝑑)，该指数函数的期望为：

𝔼[e⟨𝑃 𝛼+𝑄𝛽,𝑥⟩] = e
1
2 ‖𝑃 𝛼+𝑄𝛽‖2

.

展开二次项：

‖𝑃 𝛼 + 𝑄𝛽‖2 = 𝛼⊤𝑃 ⊤𝑃 𝛼 + 𝛽⊤𝑄⊤𝑄𝛽 + 2𝛼⊤𝑃 ⊤𝑄𝛽 = ‖𝛼‖2 + ‖𝛽‖2 + 2𝛼⊤𝑅𝛽,

因为 𝑃 ⊤𝑃 = 𝐼𝑝且 𝑄⊤𝑄 = 𝐼𝑞。因此，

𝔼[e⟨𝛼,𝑢⟩+⟨𝛽,𝑣⟩] = e
1
2 ‖𝛼‖2+ 1

2 ‖𝛽‖2+𝛼⊤𝑅𝛽 .
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展开左手边：

e⟨𝛼,𝑢⟩+⟨𝛽,𝑣⟩ = e
1
2 ‖𝛼‖2+ 1

2 ‖𝛽‖2

∑
𝒎∈ℕ𝑝

𝛼𝒎

√𝒎!
𝐻𝒎(𝑢) ∑

𝒏∈ℕ𝑞

𝛽𝒏

√𝒏!
𝐻𝒏(𝑣).

取期望：

𝔼[e⟨𝛼,𝑢⟩+⟨𝛽,𝑣⟩] = e
1
2 ‖𝛼‖2+ 1

2 ‖𝛽‖2

∑
𝒎∈ℕ𝑝 ∑

𝒏∈ℕ𝑞

𝛼𝒎

√𝒎!
𝛽𝒏

√𝒏!
𝔼[𝐻𝒎(𝑢)𝐻𝒏(𝑣)].

由此得出：

∑
𝒎∈ℕ𝑝 ∑

𝒏∈ℕ𝑞

𝛼𝒎𝛽𝒏

√𝒎!𝒏!
𝔼[𝐻𝒎(𝑢)𝐻𝒏(𝑣)] = e𝛼⊤𝑅𝛽 =

∞

∑
𝑘=0

1
𝑘!(𝛼⊤𝑅𝛽)

𝑘.

通过匹配系数得到：

𝔼[𝐻𝒎(𝑢)𝐻𝒏(𝑣)] = √𝒎!𝒏![𝛼𝒎𝛽𝒏]e𝛼⊤𝑅𝛽 .

最后证明最后一个表达式。由于 𝛼⊤𝑅𝛽 = ∑𝑖,𝑗 𝑅𝑖,𝑗𝛼𝑖𝛽𝑗，有

(𝛼⊤𝑅𝛽)
𝑘 = ∑

𝛶 ∶∑𝑖𝑗 𝛶𝑖𝑗=𝑘

𝑘!
∏𝑖,𝑗 𝛶𝑖𝑗! ∏

𝑖,𝑗
𝑅𝛶𝑖𝑗

𝑖,𝑗 𝛼𝛶𝑖𝑗
𝑖 𝛽𝛶𝑖𝑗

𝑗 ,

因此

e𝛼⊤𝑅𝛽 =
∞

∑
𝑘=0

∑
𝛶 ∶∑𝑖𝑗 𝛶𝑖𝑗=𝑘

1
∏𝑖,𝑗 𝛶𝑖𝑗! ∏

𝑖,𝑗
𝑅𝛶𝑖𝑗

𝑖,𝑗 𝛼𝛶𝑖𝑗
𝑖 𝛽𝛶𝑖𝑗

𝑗

= ∑
𝛶 ∈ℕ𝑝×𝑞

1
𝛶 ! ∏

𝑖,𝑗
𝑅𝛶𝑖𝑗

𝑖,𝑗 𝛼𝛶𝑖𝑗
𝑖 𝛽𝛶𝑖𝑗

𝑗 .

由此可知，

[𝛼𝒎𝛽𝒏]e𝛼⊤𝑅𝛽 = ∑
𝛶 ∈ℕ𝑝×𝑞 ,∑𝑗 𝛶𝑖𝑗=𝑚𝑖,∑𝑖 𝛶𝑖𝑗=𝑛𝑗

1
𝛶 ! ∏

𝑖,𝑗
𝑅𝛶𝑖𝑗

𝑖,𝑗 .

推论 6.5： 令 𝑥 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑑)且 𝑢, 𝑣 ∈ 𝕊𝑑−1。有

𝔼𝐻𝑚(⟨𝑢, 𝑥⟩)𝐻𝑛(⟨𝑣, 𝑥⟩) = 𝛿𝑚,𝑛 ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑚 , （6.105）

𝔼𝐻𝑚(⟨𝑢, 𝑥⟩)𝐻𝒏(𝑥) = 𝛿𝑚,|𝒏|(
𝑚
𝒏)

1
2
𝑢𝒏. （6.106）

证明 第一个等式通过在引理 6.7中取 𝑃 = 𝑢且𝑄 = 𝑣容易得出，此时 𝑝 = 𝑞 = 1且
𝛼, 𝛽 ∈ ℝ。
对于第二个等式，在引理 6.7 中取 𝑃 = 𝑢 且 𝑄 = 𝐼𝑑，因此 𝑝 = 1, 𝑞 = 𝑑 且

𝛼 ∈ ℝ, 𝛽 ∈ ℝ𝑑。计算得到

𝔼𝐻𝑚(⟨𝑢, 𝑥⟩)𝐻𝒏(𝑥) = √𝑚!𝒏![𝛼𝑚𝛽𝒏]e𝛼⊤𝑢⊤𝛽
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= √𝑚!𝒏![𝛼𝑚𝛽𝒏] ∑
𝑘⩾0

1
𝑘!(𝛼𝑢⊤𝛽)𝑘

= √𝑚!𝒏!𝛿𝑚,|𝒏|[𝛼𝑚𝛽𝒏]𝛼𝑚(𝑢⊤𝛽)𝑚

𝑚!
= 𝛿𝑚,|𝒏|√𝑚!𝒏! 1

𝑚![𝛽𝒏](𝑢⊤𝛽)𝑚

= 𝛿𝑚,|𝒏|√𝑚!𝒏! 1
𝑚!(

𝑚
𝒏)𝑢𝒏

= 𝛿𝑚,|𝒏|(
𝑚
𝒏)

1
2
𝑢𝒏.

推论 6.6： 令 𝑟 ∈ ℕ。空间 ℋ𝑟 = span{𝐻𝒎 ∶ 𝒎 ∈ ℕ𝑝, |𝒎| = 𝑟}在任何 𝑄 ∈ 𝒮(𝑝, 𝑝)
对应的 𝑃𝑄作用下是不变的。

引理 6.8： 令 𝜎 ∈ [−1, 1]且 𝜉 ∼ 𝑁(0, 1 − 𝜎2)。那么，

𝔼𝜉𝐻𝑚(𝜎𝑦 + 𝜉) = 𝜎𝑚𝐻𝑚(𝑦).

证明 利用归一化 Hermite多项式的生成函数 (6.3)来证明该引理。定义

𝑔(𝑡) = 𝔼𝜉e
𝑡(𝜎𝑦+𝜉)− 𝑡2

2 .

利用 (6.3)展开右式，得到：

𝑔(𝑡) =
∞

∑
𝑚=0

𝔼𝜉𝐻𝑚(𝜎𝑦 + 𝜉)

√𝑚!
𝑡𝑚.

另一方面，可以将 𝑔(𝑡)重写为

𝑔(𝑡) = e𝑡𝜎𝑦− 𝑡2
2 𝔼𝜉e𝑡𝜉 = e𝑡𝜎𝑦− 𝑡2𝜎2

2 e
𝑡2(1−𝜎2)

2

= e𝑡𝜎𝑦− 𝑡2𝜎2
2 .

因此，再次使用 (6.3)，有

𝑔(𝑡) =
∞

∑
𝑚=0

𝐻𝑚(𝜎𝑦)
√𝑚!

(𝑡𝜎)𝑚 =
∞

∑
𝑚=0

𝐻𝑚(𝑦)
√𝑚!

𝜎𝑚𝑡𝑚.

通过对比两个展开式，即可得到所需结果。

以下是关于 Hermite多项式的标准结果。

引理 6.9 (递推关系与导数)： 令 𝑛 ∈ ℕ。有

√𝑛 + 1𝐻𝑛+1 = 𝑥𝐻𝑛 − √𝑛𝐻𝑛−1. （6.107）

此外，对于任何多重指标 𝒎 ∈ ℕ𝑑，

∇𝑥𝑖𝐻𝒎(𝑥) = √𝑚𝑖𝐻𝒎−𝑒𝑖(𝑥), （6.108）
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其中 𝑒𝑖 ∈ ℕ𝑑 是第 𝑖个单位向量，约定若 𝑚𝑖 = 0则𝐻𝒎−𝑒𝑖 = 0。
令 𝑓 = ∑𝒎∈ℕ𝑑 𝑓𝒎𝐻𝒎为 ℝ𝑑 上某个函数的 Hermite展开。那么，结合引理 6.9，

有

∇𝑥𝑖𝑓 = ∑𝒎
𝑓𝒎∇𝑥𝑖𝐻𝒎 = ∑𝒎

𝑓𝒎√𝑚𝑖𝐻𝒎−𝑒𝑖 = ∑𝒎
√𝑚𝑖 + 1𝑓𝒎+𝑒𝑖𝐻𝒎. （6.109）

6.6.4 序列模型

引理 6.10：考虑由一组正交基导出的序列模型 𝑧𝑗 = 𝑓 ∗
𝑗 +𝜀𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑁。对于一个函数

𝑓 及其在该基下的系数 𝑓𝑗，定义总体损失（population loss）和经验损失（empirical

loss）分别为：ℒ = 1
2 ∑𝑗∈𝑁 (𝑓 ∗

𝑗 − 𝑓𝑗)2 = 1
2 ‖𝑓 ∗ − 𝑓‖

2
𝐿2 和 ̂ℒ = 1

2 ∑𝑗∈𝑁 (𝑧𝑗 − 𝑓𝑗)2。则

有：

−∇ ̂ℒ = −∇ℒ + ∑
𝑗∈𝑁

𝜀𝑗∇𝑓𝑗 . （6.110）

证明 这可以直接从以下计算得出：

−∇ ̂ℒ = ∑
𝑗∈𝑁

(𝑧𝑗 − 𝑓𝑗)∇𝑓𝑗 = ∑
𝑗∈𝑁

(𝑓 ∗
𝑗 − 𝑓𝑗)∇𝑓𝑗 + ∑

𝑗∈𝑁
𝜀𝑗∇𝑓𝑗 = −∇ℒ + ∑

𝑗
𝜀𝑗∇𝑓𝑗 .

6.6.5 级数

命题 6.30： 固定 𝛼 ∈ ℝ。令 𝜆𝑟 ≍ 𝑟−𝛾，其中 𝛾 > max(0, 𝛼 + 1)。则对于任何固定的
𝑠 > 0，有：

∑
𝑟⩾0

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞 min(1, 𝜆𝑟𝑡) ≲ 1 + 𝑡
1
𝛾 (𝛼+1+𝑠), （6.111）

其中隐式常数取决于 𝛼, 𝑞, 𝑠, 𝛾。
证明 令 𝐿 = inf{𝑟 ⩾ 0 ∶ 𝜆𝑟𝑡 ⩽ 1} ≍ 𝑡1/𝛾。那么有：

𝐼 = ∑
𝑟⩾0

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞 min(1, 𝜆𝑟𝑡) = ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞 + ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞𝜆𝑟𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2.

对于 𝐼1，有：

𝐼1 = ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞 ≲
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝛼 < −1,

𝐿𝛼+1+𝑠 ≲ 𝑡
1
𝛾 (𝛼+1+𝑠), 𝛼 ⩾ −1.

对于 𝐼2，有：

𝐼2 = ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞𝜆𝑟𝑡 ≲ 𝑡 ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝛼(log 𝑟)𝑞𝑟−𝛾
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= 𝑡 ∑
𝑟>𝐿

𝑟−𝛾+𝛼(log 𝑟)𝑞 ≲ 𝑡𝐿−𝛾+𝛼+1+𝑠

≲ 𝑡
1
𝛾 (𝛼+1+𝑠).

结论由上述两个不等式得出。

命题 6.31： 固定 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ。令 𝜆𝑟 ≲ e−𝛾𝑟，其中 𝛾 > 0。则对于任何固定的 𝑠 > 0，
有：

∑
𝑟⩾0

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞 min(1, 𝜆𝑟𝑡) ≲ 1 + (log+ 𝑡)𝑝+1+𝑠, （6.112）

其中隐式常数取决于 𝑝, 𝑞, 𝑠, 𝛾。
证明 不失一般性，假设 𝑝, 𝑞 ⩾ 0且 𝑡 ⩾ 1。定义𝐿 = inf{𝑟 ⩾ 0 ∶ 𝜆𝑟𝑡 ⩽ 1} ≲ 𝛾−1 log 𝑡。
那么有：

𝐼 = ∑
𝑟⩾0

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞 min(1, 𝜆𝑟𝑡) = ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞 + ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞𝜆𝑟𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2.

对于 𝐼1，有：

𝐼1 = ∑
𝑟⩽𝐿

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞 ≲
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑝 < −1,

𝐿𝑝+1+𝑠, 𝑝 ⩾ −1.

对于 𝐼2，有：

𝐼2 = ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞𝜆𝑟𝑡 ≲ 𝑡 ∑
𝑟>𝐿

𝑟𝑝(log 𝑟)𝑞e−𝛾𝑟 ≲ 𝑡𝐿𝑝+𝑠e−𝛾𝐿 ≲ 𝐿𝑝+𝑠.

将上述两个不等式与 𝐿 ≲ log 𝑡结合，即证得结果。

6.6.6 一些初等函数

命题 6.32： 令 𝑥𝑖 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝。令 𝐾 > 0。定义函数：

𝜔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑝) = − 1
𝐾 log

(

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝑥𝑖
)

.

则有：

min(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑝) ⩾ 𝜔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑝) ⩾ min(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑝) − 1
𝐾 log 𝑝.

此外：

∂
∂𝑥𝑖

𝜔 = e−𝐾𝑥𝑖

∑𝑝
𝑗=1 e

−𝐾𝑥𝑗
.
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命题 6.33： 对于任何 𝑥𝑖 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝和 𝐾 > 0，以下不等式成立：

1
∑𝑝

𝑗=1 e
−𝐾𝑥𝑗

𝑝

∑
𝑖=1

e−𝐾𝑥𝑖(1 − 𝑥𝑖) ⩾ 1 − 1
𝑝

𝑝

∑
𝑖=1

𝑥𝑖.
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第 7章 总结与展望

本文围绕神经网络的泛化机制展开研究，整体脉络是从固定核的线性近似出

发，逐步过渡到训练过程中动态演化的特征学习机制。一方面，本文系统研究了

神经切线核及其对应核方法的谱性质与泛化行为；另一方面，本文进一步提出并

分析了能够刻画动态特征学习的自适应特征模型框架。由此，全文试图在静态核

视角与动态特征视角之间建立一条较为完整的理论链条。

在核方法的泛化性能方面，本文引入了解析谱算法的定义，并发展出一套新

的解析算子演算证明方法，给出了精细的算子扰动分析，从而得到 (1 + 𝑜ℙ(1))形
式的泛化误差刻画。此结果还说明了核回归的泛化误差与其对应序列模型中收缩

估计量的泛化误差等价，从而完整刻画了核回归的泛化表现。这些结论不仅能够

作为推论导出几乎所有前人对于核方法泛化误差的结果，说明了核方法的优势和

局限性，也为后续研究神经网络的动态特征学习提供了坚实的基础。

随后，为克服神经切线核框架下固定核函数的“惰性训练”无法解释神经网

络特征学习的缺陷，本文提出了通用的自适应特征模型框架。在该框架下，本文

引入参数化、可训练的特征映射，用以模拟真实网络中的特征学习过程。为了衡

量特征学习的效果，本文结合固定核方法泛化能力的序列模型等价性提出了特征

误差度量，用于刻画训练过程中某个特征映射与目标函数之间的匹配程度。此外，

为了在简化分析的同时保留统计表现的丰富性，本文引入了序列模型简化，并使

用序列损失作为样本损失的代理。本文也提供了一些数值实验，验证了序列模型

简化在自适应特征模型中的有效性。

在自适应特征模型框架下，本文深入分析了两种具有代表性的自适应模型：对

角参数化模型与方向参数化模型，揭示了梯度下降驱动的隐式正则化效应如何提

升泛化性能。在对角参数化模型中，本文引入了可训练的特征值参数，证明了它们

在训练过程中会自适应地调整以对齐目标函数的稀疏性结构，达到近乎最优的泛

化能力；相比之下，无论如何选取正则化参数，固定核方法都无法达到这一效果。

本文也说明了这种自适应特征学习的优势在于其能够动态调整特征分量的重要性，

提升了特征映射与目标函数之间的匹配程度。在方向参数化模型中，利用 Hermite

基函数，本文引入了可训练的特征方向参数，分析了其在训练过程中的演化行为。

本文发现，在单指标模型和多指标模型中，梯度下降会引导特征方向逐渐对齐目

标函数的主方向，从而显著提升特征映射的表达能力和泛化性能。这两种模型的

分析都涉及非线性、非凸、无显式解的复杂动力学演化。对此，本文给出了较为深
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入的分析和精细的训练动态刻画，其中发展的技术方法也可为后续研究提供借鉴。

综上所述，本文的研究工作从固定核的线性机制出发，迈向自适应特征学习

的非线性机制，系统地揭示了神经网络泛化性能提升的内在动力学机制。在自适

应特征模型的框架下，神经网络的过参数化特性并不有害于它的泛化能力；相反，

过参数化结构在梯度下降驱动的训练动态中会自动实现对隐式结构性特征的自适

应调整与优化，对齐数据的内在结构，提升模型的泛化性能。这一系列的结论和

观点不仅深化了对神经网络从线性机制向非线性特征学习过渡的理解，也为设计

更高效、具备可解释性的深度学习架构提供了理论指导。

尽管本文在理解神经网络的特征学习机理方面取得了一些进展，但仍有许多

有趣且重要的问题值得进一步探索：

• 更广泛的自适应特征模型：本文主要分析了对角参数化模型与方向参数化模

型，未来可以探索其他类型的自适应特征模型，如低秩参数化模型、卷积参

数化模型以及 Transformer中的注意力参数化等，以进一步理解不同结构对

特征学习与泛化的影响。

• 组合式的特征学习：本文对自适应特征模型的分析主要集中于单一的参数化

结构。未来可以将研究扩展到多种参数化形式的组合结构，探讨多层结构的

组合如何影响特征演化与泛化性能。

• 优化算法的影响：本文主要考虑梯度流方法，这对应于梯度下降步长趋于零

的极限。而在实际训练中，常用的是离散步长的梯度下降，这会带来额外的

影响，例如稳定性边缘（Edge of Stability）现象。此外，未来也可以研究随

机梯度下降、动量法或者自适应学习率方法等其他常用优化算法对特征学习

与泛化的影响。

• 实际应用中的验证：本文所给出的理论结果主要基于理想化的假设和简化的

模型，未来可以将本文的理论结果应用于图像分类、自然语言处理等实际问

题，验证其有效性并指导模型设计。另一方面，本文的数值实验主要验证了

理论模型本身的训练动力学；未来还可以进一步比较自适应核梯度流、直接

训练的神经网络以及经典自适应非参数回归方法，并为方向参数化模型补充

更系统的数值实验，以评估理论机制在有限样本和实际数据中的表现。
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